
ГЛАВА 16

Жадные алгоритмы

Алгоритмы, предназначенные для решения задач оптимизации, обычно пред-
ставляют собой последовательность шагов, на каждом из которых предоставля-
ется некоторое множество выборов. Определение наилучшего выбора, руковод-
ствуясь принципами динамического программирования, во многих задачах опти-
мизации напоминает стрельбу из пушки по воробьям; другими словами, для этих
задач лучше подходят более простые и эффективные алгоритмы. Вжадном алго-
ритме (greedy algorithm) всегда делается выбор, который кажется самым лучшим
в данный момент — т.е. производится локально оптимальный выбор в надеж-
де, что он приведет к оптимальному решению глобальной задачи. В этой главе
рассматриваются задачи оптимизации, пригодные для решения с помощью жад-
ных алгоритмов. Перед освоением главы следует ознакомиться с динамическим
программированием, изложенным в главе 15, в частности, с разделом 15.3.

Жадные алгоритмы не всегда приводят к оптимальному решению, но во мно-
гих задачах они дают нужный результат. В разделе 16.1 рассматривается простая,
но нетривиальная задача о выборе процессов, эффективное решение которой мож-
но найти с помощью жадного алгоритма. Чтобы прийти к жадному алгоритму,
сначала будет рассмотрено решение, основанное на парадигме динамического
программирования, после чего будет показано, что оптимальное решение можно
получить, исходя из принципов жадных алгоритмов. В разделе 16.2 представлен
обзор основных элементов подхода, в соответствии с которым разрабатываются
жадные алгоритмы. Это позволит упростить обоснование корректности жадных
алгоритмов, не используя при этом сравнение с динамическим программировани-
ем, как это делается в разделе 16.1. В разделе 16.3 приводится важное приложение
методов жадного программирования: разработка кодов Хаффмана (Huffman) для
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сжатия данных. В разделе 16.4 исследуются теоретические положения, на кото-
рых основаны комбинаторные структуры, известные под названием “матроиды”,
для которых жадный алгоритм всегда дает оптимальное решение. Наконец, в раз-
деле 16.5 матроиды применяются для решения задачи о составлении расписания
заданий равной длительности с предельным сроком и штрафами.

Жадный метод обладает достаточной мощью и хорошо подходит для довольно
широкого класса задач. В последующих главах представлены многие алгоритмы,
которые можно рассматривать как применение жадного метода, включая алгорит-
мы поиска минимальных остовных деревьев (minimum-spanning-tree) (глава 23),
алгоритм Дейкстры (Dijkstra) для определения кратчайших путей из одного ис-
точника (глава 24) и эвристический жадный подход Чватала (Chvatal) к задаче
о покрытии множества (set-covering) (глава 35). Алгоритмы поиска минимальных
остовных деревьев являются классическим примером применения жадного мето-
да. Несмотря на то, что эту главу и главу 23 можно читать независимо друг от
друга, может оказаться полезно читать их одна за другой.

16.1 Задача о выборе процессов
В качестве первого примера рассмотрим задачу о составлении расписания для

нескольких конкурирующих процессов, каждый из которых безраздельно исполь-
зует общий ресурс. Цель этой задачи — выбор набора взаимно совместимых про-
цессов, образующих множество максимального размера. Предположим, имеется
множество S = {a1, a2, . . . , an}, состоящее из n процессов (activities). Процессам
требуется некоторый ресурс, который одновременно может использоваться лишь
одним процессом. Каждый процесс ai характеризуется начальным моментом si

и конечным моментом fi, где 0 � si < fi < ∞. Будучи выбран, процесс ai длит-
ся в течение полуоткрытого интервала времени [si, fi). Процессы ai и aj совме-
стимы (compatible), если интервалы [si, fi) и [sj , fj) не перекрываются (т.е. если
si � fj или sj � fi). Задача о выборе процессов (activity-selection problem) заклю-
чается в том, чтобы выбрать подмножество взаимно совместимых процессов, об-
разующих множество максимального размера. Например, рассмотрим описанное
ниже множество S процессов, отсортированных в порядке возрастания моментов
окончания:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

si 1 3 0 5 3 5 6 8 8 2 12

fi 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

(Вскоре станет понятно, почему удобнее рассматривать процессы, расположенные
именно в таком порядке.) В данном примере из взаимно совместимых процессов
можно составить подмножество {a3, a9, a11}. Однако оно не является максималь-
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ным, поскольку существует подмножество {a1, a4, a8, a11}, состоящее из больше-
го количества элементов. Еще одно такое подмножество — {a2, a4, a9, a11}.

Разобьем решение этой задачи на несколько этапов. Начнем с того, что сфор-
мулируем решение рассматриваемой задачи, основанное на принципах динамиче-
ского программирования. Это оптимальное решение исходной задачи получается
путем комбинирования оптимальных решений подзадач. Рассмотрим несколько
вариантов выбора, который делается в процессе определения подзадачи, исполь-
зующейся в оптимальном решении. Впоследствии станет понятно, что заслужи-
вает внимания лишь один выбор — жадный — и что когда делается этот выбор,
одна из подзадач гарантированно получается пустой. Остается лишь одна непу-
стая подзадача. Исходя из этих наблюдений, мы разработаем рекурсивный жадный
алгоритм, предназначенный для решения задачи о составлении расписания про-
цессов. Процесс разработки жадного алгоритма будет завершен его преобразова-
нием из рекурсивного в итерационный. Описанные в этом разделе этапы сложнее,
чем те, что обычно имеют место при разработке жадных алгоритмов, однако они
иллюстрируют взаимоотношение между жадными алгоритмами и динамическим
программированием.

Оптимальная подструктура задачи о выборе процессов
Как уже упоминалось, мы начнем с того, что разработаем решение для задачи

о выборе процессов по методу динамического программирования. Как и в главе 15,
первый шаг будет состоять в том, чтобы найти оптимальную подструктуру и с
ее помощью построить оптимальное решение задачи, пользуясь оптимальными
решениями подзадач.

В главе 15 мы убедились, что для этого нужно определить подходящее про-
странство подзадач. Начнем с определения множеств

Sij = {ak ∈ S : fi � sk < fk � sj} .

Sij — подмножество процессов из множества S, которые можно успеть выполнить
в промежутке времени между завершением процесса ai и началом процесса aj .
Фактически множество Sij состоит из всех процессов, совместимых с процессами
ai и aj , а также теми, которые оканчиваются не позже процесса ai и теми, кото-
рые начинаются не ранее процесса aj . Для представления всей задачи добавим
фиктивные процессы a0 и an+1 и примем соглашение, что f0 = 0 и sn+1 = ∞.
Тогда S = S0,n+1, а индексы i и j находятся в диапазоне 0 � i, j � n + 1.

Дополнительные ограничения диапазонов индексов i и j можно получить с по-
мощью приведенных ниже рассуждений. Предположим, что процессы отсортиро-
ваны в порядке возрастания соответствующих им конечных моментов времени:

f0 � f1 � · · · � fn � fn+1. (16.1)
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Утверждается, что в этом случае Sij = ∅, если i � j. Почему? Предположим, что
существует процесс ak∈Sij для некоторого i � j, так что процесс ai следует после
процесса aj , если расположить их в порядке сортировки. Однако из определения
Sij следует соотношение fi � sk < fk � sj < fj , откуда fi < fj , что проти-
воречит предположению о том, что процесс ai следует после процесса aj , если
расположить их в порядке сортировки. Можно прийти к выводу, что если про-
цессы отсортированы в порядке монотонного возрастания времени их окончания,
то пространство подзадач образуется путем выбора максимального подмножества
взаимно совместимых процессов из множества Sij для 0 � i < j � n + 1 (мы
знаем, что все прочие Sij — пустые).

Чтобы понять подструктуру задачи о выборе процессов, рассмотрим некото-
рую непустую подзадачу Sij

1 и предположим, что ее решение включает некоторый
процесс ak, так что fi � sk < fk � sj . С помощью процесса ak генерируются
две подзадачи, Sik (процессы, которые начинаются после окончания процесса ai

и заканчиваются перед началом процесса ak) и Skj (процессы, которые начина-
ются после окончания процесса ak и заканчиваются перед началом процесса aj),
каждая из которых состоит из подмножества процессов, входящих в Sij . Решение
задачи Sij представляет собой объединение решений задач Sik, Skj и процесса ak.
Таким образом, количество процессов, входящее в состав решения задачи Sij , —
это сумма количества процессов в решении задачи Sik, количества процессов
в решении задачи Skj и еще одного процесса (ak).

Опишем оптимальную подструктуру этой задачи. Предположим, что опти-
мальное решение Aij задачи Sij включает в себя процесс ak. Тогда решения Aik

задачи Sik и Akj задачи Skj в рамках оптимального решения Sij тоже должны
быть оптимальными. Как обычно, это доказывается с помощью рассуждений типа
“вырезания и вставки”. Если бы существовало решение A′

ik задачи Sik, включа-
ющее в себя большее количество процессов, чем Aik, в решение Aij можно было
бы вместо Aik подставить A′

ik, что привело бы к решению задачи Sij , в котором
содержится больше процессов, чем в Aij . Поскольку предполагается, что Aij —
оптимальное решение, мы приходим к противоречию. Аналогично, если бы су-
ществовало решение A′

kj задачи Skj , содержащее больше процессов, чем Akj , то
путем замены Akj на A′

kj можно было бы получить решение задачи Sij , в которое
входит больше процессов, чем в Aij .

Теперь с помощью сформулированной выше оптимальной подструктуры пока-
жем, что оптимальное решение задачи можно составить из оптимальных решений
подзадач. Мы уже знаем, что в любое решение непустой задачи Sij входит неко-
торый процесс ak и что любое оптимальное решение задачи содержит в себе

1Иногда о множествах Sij мы будем говорить не как о множествах процессов, а как о вспо-
могательных задачах. Из контекста всегда будет понятно, что именно обозначает Sij — множество
процессов или вспомогательную задачу, входными данными для которой является это множество.
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оптимальные решения подзадач Sik и Skj . Таким образом, максимальное подмно-
жество взаимно совместимых процессов множества Sij можно составить путем
разбиения задачи на две подзадачи (определение подмножеств максимального раз-
мера, состоящих из взаимно совместимых процессов в задачах Sik и Skj) — соб-
ственно нахождения максимальных подмножеств Aik и Akj взаимно совместимых
процессов, являющихся решениями этих подзадач, и составления подмножества
Aij максимального размера, включающего в себя взаимно совместимые задачи:

Aij = Aik ∪ {ak} ∪ Akj . (16.2)

Оптимальное решение всей задачи представляет собой решение задачи S0,n+1.

Рекурсивное решение
Второй этап разработки решения по методу динамического программирова-

ния — определение значения, соответствующего оптимальному решению. Пусть
в задаче о выборе процесса c [i, j] — количество процессов в подмножестве мак-
симального размера, состоящем из взаимно совместимых процессов в задаче Sij .
Эта величина равна нулю при Sij = ∅; в частности, c [i, j] = 0 при i � j.

Теперь рассмотрим непустое подмножество Sij . Мы уже знаем, что если про-
цесс ak используется в максимальном подмножестве, состоящем из взаимно сов-
местимых процессов задачи Sij , то для подзадач Sik и Skj также используются
подмножества максимального размера. С помощью уравнения (16.2) получаем
рекуррентное соотношение

c [i, j] = c [i, k] + c [k, j] + 1.

В приведенном выше рекурсивном уравнении предполагается, что значение k
известно, но на самом деле это не так. Это значение можно выбрать из j − i − 1
возможных значений: k = i + 1, . . . , j − 1. Поскольку в подмножестве макси-
мального размера для задачи Sij должно использоваться одно из этих значений k,
нужно проверить, какое из них подходит лучше других. Таким образом, полное
рекурсивное определение величины c [i, j] принимает вид:

c [i, j] =




0 при Sij = ∅,
max

i<k<j и
ak∈Sij

{c [i, k] + c [k, j] + 1} при Sij �= ∅. (16.3)

Преобразование решения динамического
программирования в жадное решение

На данном этапе не составляет труда написать восходящий алгоритм динами-
ческого программирования, основанный на рекуррентном уравнении (16.3). Это
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предлагается сделать читателю в упражнении (16.1-1). Однако можно сделать два
наблюдения, позволяющие упростить полученное решение.

Теорема 16.1. Рассмотрим произвольную непустую задачу Sij и пусть am — про-
цесс, который оканчивается раньше других:

fm = min {fk : ak ∈ Sij} .

В этом случае справедливы такие утверждения.

1. Процесс am используется в некотором подмножестве максимального разме-
ра, состоящем из взаимно совместимых процессов задачи Sij .

2. Подзадача Sim пустая, поэтому в результате выбора процесса am непустой
остается только подзадача Smj .

Доказательство. Сначала докажем вторую часть теоремы, так как она несколь-
ко проще. Предположим, что подзадача Sim непустая и существует некоторый
процесс ak, такой что fi � sk < fk � sm < fm. Тогда процесс ak также входит
в решение подзадачи Sim, причем он оканчивается раньше, чем процесс am, что
противоречит выбору процесса am. Таким образом, мы приходим к выводу, что
решение подзадачи Sim — пустое множество.

Чтобы доказать первую часть, предположим, что Aij — подмножество макси-
мального размера взаимно совместимых процессов задачи Sij , и упорядочим про-
цессы этого подмножества в порядке возрастания времени их окончания. Пусть
ak — первый процесс множества Aij . Если ak = am, то доказательство завершено,
поскольку мы показали, что процесс am используется в некотором подмножестве
максимального размера, состоящем из взаимно совместимых процессов задачи
Sij . Если же ak �= am, то составим подмножество A′

ij = Aij − {ak} ∪ {am}.
Процессы в A′

ij не перекрываются, поскольку процессы во множестве Aij не
перекрываются, ak — процесс из множества Aij , который оканчивается раньше
всех, и fm � fk. Заметим, что количество процессов во множестве A′

ij совпадает
с количеством процессов во множестве Aij , поэтому A′

ij — подмножество мак-
симального размера, состоящее из взаимно совместимых процессов задачи Sij

и включающее в себя процесс am. �

Почему теорема 16.1 имеет такое большое значение? Из раздела 15.3 мы узна-
ли, что оптимальные подструктуры различаются количеством подзадач, использу-
ющихся в оптимальном решении исходной задачи, и количеством возможностей,
которые следует рассмотреть при определении того, какие подзадачи нужно вы-
брать. В решении, основанном на принципах динамического программирования,
в оптимальном решении используется две подзадачи, а также до j−i−1 вариантов
выбора для подзадачи Sij . Благодаря теореме 16.1 обе эти величины значительно
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уменьшаются: в оптимальном решении используется лишь одна подзадача (вторая
подзадача гарантированно пустая), а в процессе решения подзадачи Sij достаточ-
но рассмотреть только один выбор — тот процесс, который оканчивается раньше
других. К счастью, его легко определить.

Кроме уменьшения количества подзадач и количества выборов, теорема 16.1
дает еще одно преимущество: появляется возможность решать каждую подзада-
чу в нисходящем направлении, а не в восходящем, как это обычно происходит
в динамическом программировании. Чтобы решить подзадачу Sij , в ней выбира-
ется процесс am, который оканчивается раньше других, после чего в это решение
добавляется множество процессов, использующихся в оптимальном решении под-
задачи Smj . Поскольку известно, что при выбранном процессе am в оптимальном
решении задачи Sij безусловно используется решение задачи Smj , нет необходи-
мости решать задачу Smj до задачи Sij . Чтобы решить задачу Sij , можно сначала
выбрать am, который представляет собой процесса из Sij , который заканчивается
раньше других, а потом решать задачу Smj .

Заметим также, что существует единый шаблон для всех подзадач, которые
подлежат решению. Наша исходная задача — S = S0,n+1. Предположим, что
в качестве процесса задачи S0,n+1, который оканчивается раньше других, выбран
процесс am1 . (Поскольку процессы отсортированы в порядке монотонного возрас-
тания времени их окончания, и f0 = 0, должно выполняться равенство m1 = 1.)
Следующая подзадача — Sm1,n+1. Теперь предположим, что в качестве процесса
задачи Sm1,n+1, который оканчивается раньше других, выбран процесс am2 (не
обязательно, чтобы m2 = 2). Следующая на очереди подзадача — Sm2,n+1. Про-
должая рассуждения, нетрудно убедиться в том, что каждая подзадача будет иметь
вид Smi,n+1 и ей будет соответствовать некоторый номер процесса mi. Другими
словами, каждая подзадача состоит из некоторого количества процессов, завер-
шающихся последними, и это количество меняется от одной подзадачи к другой.

Для процессов, которые первыми выбираются в каждой подзадаче, тоже су-
ществует свой шаблон. Поскольку в задаче Smi,n+1 всегда выбирается процесс,
который оканчивается раньше других, моменты окончания процессов, которые
последовательно выбираются во всех подзадачах, образуют монотонно возрас-
тающую последовательность. Более того, каждый процесс в процессе решения
задачи можно рассмотреть лишь один раз, воспользовавшись сортировкой в по-
рядке возрастания времен окончания процессов.

В ходе решения подзадачи всегда выбирается процесс am, который оканчива-
ется раньше других. Таким образом, выбор является жадным в том смысле, что
интуитивно для остальных процессов он оставляет как можно больше возмож-
ностей войти в расписание. Таким образом, жадный выбор — это такой выбор,
который максимизирует количество процессов, пока что не включенных в распи-
сание.
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Рекурсивный жадный алгоритм
После того как стал понятен путь упрощения решения, основанного на прин-

ципах динамического программирования, и преобразования его в нисходящий
метод, можно перейти к рассмотрению алгоритма, работающего исключительно
в жадной нисходящей манере. Здесь приводится простое рекурсивное решение,
реализованное в виде процедуры RECURSIVE_ACTIVITY_SELECTOR. На ее вход по-
даются значения начальных и конечных моментов процессов, представленные
в виде массивов s и f , а также индексы i и n, определяющие подзадачу Si,n+1,
которую требуется решить. (Параметр n идентифицирует последний реальный
процесс an в подзадаче, а не фиктивный процесс an+1, который тоже входит в эту
подзадачу.) Процедура возвращает множество максимального размера, состоящее
из взаимно совместимых процессов задачи Si,n+1. В соответствии с уравнением
(16.1), предполагается, что все n входных процессов расположены в порядке мо-
нотонного возрастания времени их окончания. Если это не так, их можно отсорти-
ровать в указанном порядке за время O (n lg n). Начальный вызов этой процедуры
имеет вид RECURSIVE_ACTIVITY_SELECTOR(s, f, 0, n).

RECURSIVE_ACTIVITY_SELECTOR(s, f, i, n)
1 m ← i + 1
2 while m ≤ n и sm < fi � Поиск первого процесса в Si,n+1.
3 do m ← m + 1
4 if m ≤ n
5 then return {am} ∪ RECURSIVE_ACTIVITY_SELECTOR(s, f, m, n)
6 else return ∅

Работа представленного алгоритма для рассматривавшихся в начале этого раз-
дела 11 процессов проиллюстрирована на рис. 16.1. Процессы, которые рассмат-
риваются в каждом рекурсивном вызове, разделены горизонтальными линиями.
Фиктивный процесс a0 оканчивается в нулевой момент времени, и в начальном
вызове, который имеет вид RECURSIVE_ACTIVITY_SELECTOR(s, f, 0, 11), выбирает-
ся процесс a1. В каждом рекурсивном вызове заштрихованы процессы, которые
уже были выбраны, а белым цветом обозначен рассматриваемый процесс. Если на-
чальный момент процесса наступает до конечного момента процесса, который был
добавлен последним (т.е. стрелка, проведенная от первого процесса ко второму, на-
правлена влево), такой процесс отвергается. В противном случае (стрелка направ-
лена прямо вверх или вправо) процесс выбирается. В последнем рекурсивном вы-
зове процедуры, имеющем вид RECURSIVE_ACTIVITY_SELECTOR(s, f, 11, 11), воз-
вращается ∅. Результирующее множество выбранных процессов — {a1, a4, a8, a11}.

В рекурсивном вызове процедуры RECURSIVE_ACTIVITY_SELECTOR(s, f, i, n)
в цикле while в строках 2–3 осуществляется поиск первого процесса задачи Si,n+1.
В цикле проверяются процессы ai+1, ai+2, . . . , an до тех пор, пока не будет найден
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Рис. 16.1. Обработка алгоритмом RECURSIVE_ACTIVITY_SELECTOR множества из один-
надцати процессов

первый процесс am, совместимый с процессом ai; для такого процесса справедли-
во соотношение sm � fi. Если цикл завершается из-за того, что такой процесс най-
ден, то происходит возврат из процедуры в строке 5, в которой процесс {am} объ-
единяется с подмножеством максимального размера для задачи Sm,n+1, которое
возвращается рекурсивным вызовом RECURSIVE_ACTIVITY_SELECTOR(s, f, m, n).
Еще одна возможная причина завершения процесса — достижение условия m > n.
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В этом случае проверены все процессы, но среди них не найден такой, который
был бы совместим с процессом ai. Таким образом, Si,n+1 = ∅ и процедура воз-
вращает значение ∅ в строке 6.

Если процессы отсортированы в порядке, заданном временем их окончания,
время, которое затрачивается на вызов процедуры RECURSIVE_ACTIVITY_SELEC-
TOR(s, f, 0, n), равно Θ (n). Это можно показать следующим образом. Сколько
бы ни было рекурсивных вызовов, каждый процесс проверяется в цикле while
в строке 2 ровно по одному разу. В частности, процесс ak проверяется в последнем
вызове, когда i < k.

Итерационный жадный алгоритм
Представленную ранее рекурсивную процедуру легко преобразовать в итера-

тивную. Процедура RECURSIVE_ACTIVITY_SELECTOR почти подпадает под опреде-
ление оконечной рекурсии (см. задачу 7-4): она оканчивается рекурсивным вызо-
вом самой себя, после чего выполняется операция объединения. Преобразование
процедуры, построенной по принципу оконечной рекурсии, в итерационную —
обычно простая задача. Некоторые компиляторы разных языков программирова-
ния выполняют эту задачу автоматически. Как уже упоминалось, процедура RE-
CURSIVE_ACTIVITY_SELECTOR выполняется для подзадач Si,n+1, т.е. для подзадач,
состоящих из процессов, которые оканчиваются позже других.

Процедура GREEDY_ACTIVITY_SELECTOR — итеративная версия процедуры RE-
CURSIVE_ACTIVITY_SELECTOR. В ней также предполагается, что входные процессы
расположены в порядке монотонного возрастания времен окончания. Выбранные
процессы объединяются в этой процедуре в множество A, которое и возвращается
процедурой после ее окончания.

GREEDY_ACTIVITY_SELECTOR(s, f)
1 n ← length[s]
2 A ← {a1}
3 i ← 1
4 for m ← 2 to n
5 do if sm ≥ fi

6 then A ← A ∪ {am}
7 i ← m
8 return A

Процедура работает следующим образом. Переменная i индексирует самое по-
следнее добавление к множеству A, соответствующее процессу ai в рекурсивной
версии. Поскольку процессы рассматриваются в порядке монотонного возраста-
ния моментов их окончания, fi — всегда максимальное время окончания всех
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процессов, принадлежащих множеству A:

fi = max {fk : ak ∈ A} (16.4)

В строках 2–3 выбирается процесс a1, инициализируется множество A, содер-
жащее только этот процесс, а переменной i присваивается индекс этого процесса.
В цикле for в строках 4–7 происходит поиск процесса задачи Si,n+1, оканчиваю-
щегося раньше других. В этом цикле по очереди рассматривается каждый процесс
am, который добавляется в множество A, если он совместим со всеми ранее вы-
бранными процессами; этот процесс оканчивается раньше других в задаче Si,n+1.
Чтобы узнать, совместим ли процесс am с процессами, которые уже содержатся
во множестве A, в соответствии с уравнением (16.4) достаточно проверить (стро-
ка 5), что его начальный момент sm наступает не раньше момента fi окончания
последнего из добавленных в множество A процессов. Если процесс am удо-
влетворяет сформулированным выше условиям, то в строках 6–7 он добавляется
в множество A и переменной i присваивается значение m. Множество A, возвра-
щаемое процедурой GREEDY_ACTIVITY_SELECTOR(s, f), совпадает с тем, которое
возвращается процедурой RECURSIVE_ACTIVITY_SELECTOR(s, f, 0, n).

Процедура GREEDY_ACTIVITY_SELECTOR, как и ее рекурсивная версия, состав-
ляет расписание для n-элементного множества в течение времени Θ (n). Это
утверждение справедливо в предположении, что процессы уже отсортированы
в порядке возрастания времени их окончания.

Упражнения
16.1-1. Разработайте алгоритм динамического программирования для решения

задачи о выборе процессов, основанный на рекуррентном соотношении
(16.3). В этом алгоритме должны вычисляться определенные выше разме-
ры c [i, j], а также выводиться подмножество процессов A максимального
размера. Предполагается, что процессы отсортированы в порядке, задан-
ном уравнением (16.1). Сравните время работы найденного алгоритма со
временем работы процедуры GREEDY_ACTIVITY_SELECTOR.

16.1-2. Предположим, что вместо того, чтобы все время выбирать процесс, кото-
рый оканчивается раньше других, выбирается процесс, который начина-
ется позже других и совместим со всеми ранее выбранными процессами.
Опишите этот подход как жадный алгоритм и докажите, что он позволяет
получить оптимальное решение.

16.1-3. Предположим, что имеется множество процессов, для которых нужно со-
ставить расписание при наличии большого количества ресурсов. Цель —
включить в расписание все процессы, использовав при этом как мож-
но меньше ресурсов. Сформулируйте эффективный жадный алгоритм,
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позволяющий определить, какой ресурс должен использоваться тем или
иным процессом.

(Эта задача известна также как задача о раскрашивании интервального
графа (interval-graph colouring problem). Можно создать интервальный
граф, вершины которого сопоставляются заданным процессам, а ребра
соединяют несовместимые процессы. Минимальное количество цветов,
необходимых для раскрашивания всех вершин таким образом, чтобы ни-
какие две соединенные вершины не имели один и тот же цвет, будет рав-
но минимальному количеству ресурсов, необходимых для работы всех
заданных процессов.)

16.1-4. Не все жадные подходы к задаче о выборе процессов позволяют полу-
чить множество, состоящее из максимального количества взаимно сов-
местимых процессов. Приведите пример, иллюстрирующий, что выбор
самых коротких процессов среди тех, что совместимы с ранее выбран-
ными, не дает правильного результата. Выполните такое же задание для
подходов, в одном из которых всегда выбирается процесс, совместимый
с ранее выбранными и перекрывающийся с минимальным количеством
оставшихся, а в другом — совместимый с ранее выбранными процесс,
который начинается раньше других.

16.2 Элементы жадной стратегии
Жадный алгоритм позволяет получить оптимальное решение задачи путем

осуществления ряда выборов. В каждой точке принятия решения в алгоритме де-
лается выбор, который в данный момент выглядит самым лучшим. Эта эвристи-
ческая стратегия не всегда дает оптимальное решение, но все же решение может
оказаться и оптимальным, в чем мы смогли убедиться на примере задачи о выборе
процессов. В настоящем разделе обсуждаются некоторые общие свойства жадных
методов.

Процесс разработки жадного алгоритма, рассмотренный в разделе 16.1, не-
сколько сложнее, чем обычно. Были пройдены перечисленные ниже этапы.

1. Определена оптимальная подструктура задачи.

2. Разработано рекурсивное решение.

3. Доказано, что на любом этапе рекурсии один из оптимальных выборов яв-
ляется жадным. Из этого следует, что всегда можно делать жадный выбор.

4. Показано, что все возникающие в результате жадного выбора подзадачи,
кроме одной, — пустые.

5. Разработан рекурсивный алгоритм, реализующий жадную стратегию.

6. Рекурсивный алгоритм преобразован в итеративный.
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В ходе выполнения этих этапов мы во всех подробностях смогли рассмотреть,
как динамическое программирование послужило основой для жадного алгоритма.
Однако обычно на практике при разработке жадного алгоритма эти этапы упро-
щаются. Мы разработали подструктуру так, чтобы в результате жадного выбора
оставалась только одна подзадача, подлежащая оптимальному решению. Напри-
мер, в задаче о выборе процессов сначала определяются подзадачи Sij , в которых
изменяются оба индекса, — и i, и j. Потом мы выяснили, что если всегда делается
жадный выбор, то подзадачи можно было бы ограничить видом Si,n+1.

Можно предложить альтернативный подход, в котором оптимальная подструк-
тура приспосабливалась бы специально для жадного выбора — т.е. второй индекс
можно было бы опустить и определить подзадачи в виде Si = {ak ∈ S : fi � sk}.
Затем можно было бы доказать, что жадный выбор (процесс, который оканчива-
ется первым в задаче Si) в сочетании с оптимальным решением для множества
Sm остальных совместимых между собой процессов приводит к оптимальному
решению задачи Si. Обобщая сказанное, опишем процесс разработки жадных
алгоритмов в виде последовательности перечисленных ниже этапов.

1. Привести задачу оптимизации к виду, когда после сделанного выбора оста-
ется решить только одну подзадачу.

2. Доказать, что всегда существует такое оптимальное решение исходной за-
дачи, которое можно получить путем жадного выбора, так что такой выбор
всегда допустим.

3. Показать, что после жадного выбора остается подзадача, обладающая тем
свойством, что объединение оптимального решения подзадачи со сделанным
жадным выбором приводит к оптимальному решению исходной задачи.

Описанный выше упрощенный процесс будет использоваться в последующих
разделах данной главы. Тем не менее, заметим, что в основе каждого жадного
алгоритма почти всегда находится более сложное решение в стиле динамического
программирования.

Как определить, способен ли жадный алгоритм решить стоящую перед нами
задачу оптимизации? Общего пути здесь нет, однако можно выделить две ос-
новные составляющие — свойство жадного выбора и оптимальную подструктуру.
Если удается продемонстрировать, что задача обладает двумя этими свойствами,
то с большой вероятностью для нее можно разработать жадный алгоритм.

Свойство жадного выбора
Первый из названных выше основных составляющих жадного алгоритма —

свойство жадного выбора: глобальное оптимальное решение можно получить,
делая локальный оптимальный (жадный) выбор. Другими словами, рассуждая по
поводу того, какой выбор следует сделать, мы делаем выбор, который кажется
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самым лучшим в текущей задаче; результаты возникающих подзадач при этом не
рассматриваются.

Рассмотрим отличие жадных алгоритмов от динамического программирова-
ния. В динамическом программировании на каждом этапе делается выбор, од-
нако обычно этот выбор зависит от решений подзадач. Следовательно, методом
динамического программирования задачи обычно решаются в восходящем на-
правлении, т.е. сначала обрабатываются более простые подзадачи, а затем — бо-
лее сложные. В жадном алгоритме делается выбор, который выглядит в данный
момент наилучшим, после чего решается подзадача, возникающая в результате
этого выбора. Выбор, сделанный в жадном алгоритме, может зависеть от сделан-
ных ранее выборов, но он не может зависеть от каких бы то ни было выборов
или решений последующих подзадач. Таким образом, в отличие от динамическо-
го программирования, где подзадачи решаются в восходящем порядке, жадная
стратегия обычно разворачивается в нисходящем порядке, когда жадный выбор
делается один за другим, в результате чего каждый экземпляр текущей задачи
сводится к более простому.

Конечно же, необходимо доказать, что жадный выбор на каждом этапе приво-
дит к глобальному оптимальному решению, и здесь потребуются определенные
интеллектуальные усилия. Обычно, как это было в теореме 16.1, в таком дока-
зательстве исследуется глобальное оптимальное решение некоторой подзадачи.
Затем демонстрируется, что решение можно преобразовать так, чтобы в нем ис-
пользовался жадный выбор, в результате чего получится аналогичная, но более
простая подзадача.

Свойство жадного выбора часто дает определенное преимущество, позволяю-
щее повысить эффективность выбора в подзадаче. Например, если в задаче о вы-
боре процессов предварительно отсортировать процессы в порядке монотонного
возрастания моментов их окончания, то каждый из них достаточно рассмотреть
всего один раз. Зачастую оказывается, что благодаря предварительной обработке
входных данных или применению подходящей структуры данных (нередко это
очередь с приоритетами) можно ускорить процесс жадного выбора, что приведет
к повышению эффективности алгоритма.

Оптимальная подструктура
Оптимальная подструктура проявляется в задаче, если в ее оптимальном ре-

шении содержатся оптимальные решения подзадач. Это свойство является основ-
ным признаком применимости как динамического программирования, так и жад-
ных алгоритмов. В качестве примера оптимальной подструктуры напомним ре-
зультаты раздела 16.1. В нем было продемонстрировано, что если оптимальное
решение подзадачи Sij содержит процесс ak, то оно также содержит оптимальные
решение подзадач Sik и Skj . После выявления этой оптимальной подструктуры
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было показано, что если известно, какой процесс используется в качестве про-
цесса ak, то оптимальное решение задачи Sij можно построить путем выбора
процесса ak и объединения его со всеми процессами в оптимальных решениях
подзадач Sik и Skj . На основе этого наблюдения удалось получить рекуррентное
соотношение (16.3), описывающее оптимальное решение.

Обычно при работе с жадными алгоритмами применяется более простой под-
ход. Как уже упоминалось, мы воспользовались предположением, что подзадача
получилась в результате жадного выбора в исходной задаче. Все, что осталось
сделать, — это обосновать, что оптимальное решение подзадачи в сочетании с ра-
нее сделанным жадным выбором приводит к оптимальному решению исходной
задачи. В этой схеме для доказательства того, что жадный выбор на каждом шаге
приводит к оптимальному решению, неявно используется индукция по вспомога-
тельным задачам.

Сравнение жадных алгоритмов и динамического
программирования

Поскольку свойство оптимальной подструктуры применяется и в жадных ал-
горитмах, и в стратегии динамического программирования, может возникнуть со-
блазн разработать решение в стиле динамического программирования для задачи,
в которой достаточно применить жадное решение. Не исключена также возмож-
ность ошибочного вывода о применимости жадного решения в той ситуации, ко-
гда необходимо решать задачу методом динамического программирования. Чтобы
проиллюстрировать тонкие различия между этими двумя методами, рассмотрим
две разновидности классической задачи оптимизации.

Дискретная задача о рюкзаке (0-1 knapsack problem) формулируется сле-
дующим образом. Вор во время ограбления магазина обнаружил n предметов.
Предмет под номером i имеет стоимость vi грн. и вес wi кг, где и vi, и wi — целые
числа. Нужно унести вещи, суммарная стоимость которых была бы как можно
большей, однако грузоподъемность рюкзака ограничивается W килограммами,
где W — целая величина. Какие предметы следует взять с собой?

Ситуация в непрерывной задаче о рюкзаке (fractional knapsack problem) та
же, но теперь тот или иной товар вор может брать с собой частично, а не делать
каждый раз бинарный выбор — брать или не брать (0–1). В дискретной задаче
о рюкзаке в роли предметов могут выступать, например, слитки золота, а для
непрерывной задачи больше подходят такие товары, как золотой песок.

В обеих разновидностях задачи о рюкзаке проявляется свойство оптимальной
подструктуры. Рассмотрим в целочисленной задаче наиболее ценную загрузку, вес
которой не превышает W кг. Если вынуть из рюкзака предмет под номером j, то
остальные предметы должны быть наиболее ценными, вес которых не превышает
W − wj и которые можно составить из n − 1 исходных предметов, из множества



Глава 16. Жадные алгоритмы 457

10

60 грн.

Предмет 1

Предмет 2

Предмет 3

20

100 грн.

30

120 грн.

50

Рюкзак

а)

+

120 грн.

100 грн.

= 220 грн.

+

60 грн.

100 грн.

= 160 грн.

+

60 грн.

120 грн.

= 180 грн.

б)

+

60 грн.

100 грн.

= 240 грн.

80 грн.

+

в)

20

30

10

20

10

30

10

20

20

30

Рис. 16.2. Жадная стратегия не работает для дискретной задачи о рюкзаке

которых исключен предмет под номером j. Для аналогичной непрерывной задачи
можно привести такие же рассуждения. Если удалить из оптимально загруженного
рюкзака товар с индексом j, который весит w кг, остальное содержимое рюкзака
будет наиболее ценным, состоящим из n − 1 исходных товаров, вес которых не
превышает величину W − w плюс wj − w кг товара с индексом j.

Несмотря на сходство сформулированных выше задач, непрерывная задача
о рюкзаке допускает решение на основе жадной стратегии, а дискретная — нет.
Чтобы решить непрерывную задачу, вычислим сначала стоимость единицы веса
vi/wi каждого товара. Придерживаясь жадной стратегии, вор сначала загружает
как можно больше товара с максимальной удельной стоимостью (за единицу ве-
са). Если запас этого товара исчерпается, а грузоподъемность рюкзака — нет, он
загружает как можно больше товара, удельная стоимость которого будет второй
по величине. Так продолжается до тех пор, пока вес товара не достигает допусти-
мого максимума. Таким образом, вместе с сортировкой товаров по их удельной
стоимости время работы алгоритма равно O (n lg n). Доказательство того, что
непрерывная задача о рюкзаке обладает свойством жадного выбора, предлагается
провести в упражнении 16.2-1.

Чтобы убедиться, что подобная жадная стратегия не работает в целочислен-
ной задаче о рюкзаке, рассмотрим пример, проиллюстрированный на рис. 16.2а.
Имеется 3 предмета и рюкзак, способный выдержать 50 кг. Первый предмет весит
10 кг и стоит 60 грн. Второй предмет весит 20 кг и стоит 100 грн. Третий предмет
весит 30 кг и стоит 120 грн. Таким образом, один килограмм первого предмета
стоит 6 грн, что превышает аналогичную величину для второго (5 грн/кг) и третье-
го (4 грн/кг) предметов. Поэтому жадная стратегия должна состоять в том, чтобы
сначала взять первый предмет. Однако, как видно из рис. 16.2б, оптимальное ре-
шение — взять второй и третий предмет, а первый — оставить. Оба возможных
решения, включающих в себя первый предмет, не являются оптимальными.

Однако для аналогичной непрерывной задачи жадная стратегия, при которой
сначала загружается первый предмет, позволяет получить оптимальное решение,
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как видно из рис. 16.2в. Если же сначала загрузить первый предмет в дискрет-
ной задаче, то невозможно будет загрузить рюкзак до отказа и оставшееся пустое
место приведет к снижению эффективной стоимости единицы веса при такой за-
грузке. Принимая в дискретной задаче решение о том, следует ли положить тот
или иной предмет в рюкзак, необходимо сравнить решение подзадачи, в которую
входит этот предмет, с решением подзадачи, в которой он отсутствует, и толь-
ко после этого можно делать выбор. В сформулированной таким образом задаче
возникает множество перекрывающихся подзадач, что служит признаком при-
менимости динамического программирования. И в самом деле, целочисленную
задачу о рюкзаке можно решить с помощью динамического программирования
(см. упражнение 16.2-2).

Упражнения
16.2-1. Докажите, что непрерывная задача о рюкзаке обладает свойством жад-

ного выбора.

16.2-2. Приведите решение дискретной задачи о рюкзаке с помощью динамиче-
ского программирования. Время работы вашего алгоритма должно быть
равно O (nW ), где n — количество элементов, а W — максимальный вес
предметов, которые вор может положить в свой рюкзак.

16.2-3. Предположим, что в дискретной задаче о рюкзаке порядок сортировки по
увеличению веса совпадает с порядком сортировки по уменьшению стои-
мости. Сформулируйте эффективный алгоритм для поиска оптимального
решения этой разновидности задачи о рюкзаке и обоснуйте его коррект-
ность.

16.2-4. Профессор едет из Киева в Москву на автомобиле. У него есть карта, где
обозначены все заправки с указанием расстояния между ними. Извест-
но, что если топливный бак заполнен, то автомобиль может проехать n
километров. Профессору хочется как можно реже останавливаться на за-
правках. Сформулируйте эффективный метод, позволяющий профессору
определить, на каких заправках следует заливать топливо, чтобы коли-
чество остановок оказалось минимальным. Докажите, что разработанная
стратегия дает оптимальное решение.

16.2-5. Разработайте эффективный алгоритм, который по заданному множеству
{x1, x2, . . . , xn} действительных точек на числовой прямой позволил бы
найти минимальное множество закрытых интервалов единичной длины,
содержащих все эти точки. Обоснуйте корректность алгоритма.

� 16.2-6. Покажите, как решить непрерывную задачу о рюкзаке за время O (n).

16.2-7. Предположим, что имеется два множества, A и B, каждое из которых
состоит из n положительных целых чисел. Порядок элементов каждого
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множества можно менять произвольным образом. Пусть ai — i-й элемент
множества A, а bi — i-й элемент множества B после переупорядочения.
Составим величину

∏n
i=1 abi

i . Сформулируйте алгоритм, который бы мак-
симизировал эту величину. Докажите, что ваш алгоритм действительно
максимизирует указанную величину, и определите время его работы.

16.3 Коды Хаффмана
Коды Хаффмана (Huffman codes) — широко распространенный и очень эф-

фективный метод сжатия данных, который, в зависимости от характеристик этих
данных, обычно позволяет сэкономить от 20% до 90% объема. Мы рассматриваем
данные, представляющие собой последовательность символов. В жадном алго-
ритме Хаффмана используется таблица, содержащая частоты появления тех или
иных символов. С помощью этой таблицы определяется оптимальное представ-
ление каждого символа в виде бинарной строки.

Предположим, что имеется файл данных, состоящий из 100 000 символов,
который требуется сжать. Символы в этом файле встречаются с частотой, пред-
ставленной в табл. 16.1. Таким образом, всего файл содержит шесть различных
символов, а, например, символ a встречается в нем 45 000 раз.

Таблица 16.1. Задача о кодировании последовательности символов

a b c d e f

Частота (в тысячах) 45 13 12 16 9 5

Кодовое слово фиксированной длины 000 001 010 011 100 101

Кодовое слово переменной длины 0 101 100 111 1101 1100

Существует множество способов представить подобный файл данных. Рас-
смотрим задачу по разработке бинарного кода символов (binary character code;
или для краткости просто кода), в котором каждый символ представляется уни-
кальной бинарной строкой. Если используется код фиксированной длины, или
равномерный код (fixed-length code), то для представления шести символов пона-
добится 3 бита: a = 000, b = 001, . . . , f = 101. При использовании такого метода
для кодирования всего файла понадобится 300 000 битов. Можно ли добиться
лучших результатов?

С помощью кода переменной длины, или неравномерного кода (variable-
length code), удается получить значительно лучшие результаты, чем с помощью
кода фиксированной длины. Это достигается за счет того, что часто встречающим-
ся символам сопоставляются короткие кодовые слова, а редко встречающимся —
длинные. Такой код представлен в последней строке табл. 16.1. В нем символ a
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представлен 1-битовой строкой 0, а символ f — 4-битовой строкой 1100. Для
представления файла с помощью этого кода потребуется

(45 · 1 + 13 · 3 + 12 · 3 + 16 · 3 + 9 · 4 + 5 · 4) · 1000 = 224 000 битов.

Благодаря этому дополнительно экономится 25% объема. Кстати, как мы вскоре
убедимся, для рассматриваемого файла это оптимальная кодировка символов.

Префиксные коды
Мы рассматриваем только те коды, в которых никакое кодовое слово не являет-

ся префиксом какого-то другого кодового слова. Такие коды называются префикс-
ными (prefix codes)2. Можно показать (хотя здесь мы не станем этого делать), что
оптимальное сжатие данных, которого можно достичь с помощью кодов, всегда
достижимо при использовании префиксного кода, поэтому рассмотрение одних
лишь префиксных кодов не приводит к потере общности.

Для любого бинарного кода символов кодирование текста — очень простой
процесс: надо просто соединить кодовые слова, представляющие каждый символ
в файле. Например, в кодировке с помощью префиксного кода переменной длины,
представленного в табл. 16.1, трехсимвольный файл abc имеет вид 0 · 101 · 100 =
= 0101100, где символом “·” обозначена операция конкатенации.

Предпочтение префиксным кодам отдается из-за того, что они упрощают де-
кодирование. Поскольку никакое кодовое слово не выступает в роли префикса
другого, кодовое слово, с которого начинается закодированный файл, определяет-
ся однозначно. Начальное кодовое слово легко идентифицировать, преобразовать
его в исходный символ и продолжить декодирование оставшейся части закоди-
рованного файла. В рассматриваемом примере строка 001011101 однозначно рас-
кладывается на подстроки 0 · 0 · 101 · 1101, что декодируется как aabe.

Для упрощения процесса декодирования требуется удобное представление
префиксного кода, чтобы кодовое слово можно было легко идентифицировать.
Одним из таких представлений является бинарное дерево, листьями которого яв-
ляются кодируемые символы. Бинарное кодовое слово, представляющее символ,
интерпретируется как путь от корня к этому символу. В такой интерпретации 0
означает “перейти к левому дочернему узлу”, а 1 — “перейти к правому дочерне-
му узлу”. На рис. 16.3 показаны такие деревья для двух кодов, взятых из наше-
го примера. Каждый лист на рисунке помечен соответствующим ему символом
и частотой появления, а внутренний узел — суммой частот листьев его поддере-
ва. В части а рисунка приведено дерево, соответствующее коду фиксированной
длины, где a = 000, . . . , f = 101. В части б показано дерево, соответствую-
щее оптимальному префиксному коду a = 0, b = 101, . . . , f = 1100. Заметим,

2Возможно, лучше подошло бы название “беспрефиксные коды”, однако “префиксные коды” —
стандартный в литературе термин.



Глава 16. Жадные алгоритмы 461

:4 5 :1 3 :1 2 :1 6 :9 :5

58 28 14

86 14

100

:9:5

14:1 2 :1 3

25

:1 6

30

0               10               10               1 0               1 0               1

0               10                   1 0

0                  10                                   1

55:4 5

100

а) б)

Рис. 16.3. Деревья, соответствующие схемам кодирования, приведенным
в табл. 16.1

что изображенные на рисунке деревья не являются бинарными деревьями поис-
ка, поскольку листья в них не обязательно расположены в порядке сортировки,
а внутренние узлы не содержат ключей символов.

Оптимальный код файла всегда может быть представлен полным бинарным
деревом, в котором у каждого узла (кроме листьев) имеется по два дочерних узла
(см. упражнение 16.3-1). Код фиксированной длины, представленный в рассмот-
ренном примере, не является оптимальным, поскольку соответствующее ему де-
рево, изображенное на рис. 16.3а, — неполное бинарное дерево: некоторые слова
кода начинаются с 10. . . , но ни одно из них не начинается с 11. . . . Посколь-
ку в нашем обсуждении мы можем ограничиться только полными бинарными
деревьями, можно утверждать, что если C — алфавит, из которого извлекаются
кодируемые символы, и все частоты, с которыми встречаются символы, поло-
жительны, то дерево, представляющее оптимальный префиксный код, содержит
ровно |C| листьев, по одному для каждого символа из множества C, и ровно
|C| − 1 внутренних узлов (см. упражнение Б.5-3).

Если имеется дерево T , соответствующее префиксному коду, легко подсчитать
количество битов, которые потребуются для кодирования файла. Обозначим через
f (c) частоту символа c из множества C в файле, а через dT (c) — глубину листа,
представляющего этот символ в дереве. Заметим, что dT (c) является также длиной
слова, кодирующего символ c. Таким образом, для кодировки файла необходимо
количество битов, равное

B (T ) =
∑
c∈C

f (c) dT (c) (16.5)

Назовем эту величину стоимостью дерева T .
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Построение кода Хаффмана
Хаффман изобрел жадный алгоритм, позволяющий составить оптимальный

префиксный код, который получил название код Хаффмана. В соответствии с ли-
нией, намеченной в разделе 16.2, доказательство корректности этого алгоритма
основывается на свойстве жадного выбора и оптимальной подструктуре. Вместо
того чтобы демонстрировать, что эти свойства выполняются, а затем разрабаты-
вать псевдокод, сначала мы представим псевдокод. Это поможет прояснить, как
алгоритм осуществляет жадный выбор.

В приведенном ниже псевдокоде предполагается, что C — множество, состо-
ящее из n символов, и что каждый из символов c ∈ C — объект с определенной
частотой f (c). В алгоритме строится дерево T , соответствующее оптимальному
коду, причем построение идет в восходящем направлении. Процесс построения
начинается с множества, состоящего из |C| листьев, после чего последователь-
но выполняется |C| − 1 операций “слияния”, в результате которых образуется
конечное дерево. Для идентификации двух наименее часто встречающихся объ-
ектов, подлежащих слиянию, используется очередь с приоритетами Q, ключами
в которой являются частоты f . В результате слияния двух объектов образуется
новый объект, частота появления которого является суммой частот объединенных
объектов:

HUFFMAN(C)
1 n ← |C|
2 Q ← C
3 for i ← 1 to n − 1
4 do Выделить память для узла z
5 left [z] ← x ← EXTRACT_MIN(Q)
6 right [z] ← y ← EXTRACT_MIN(Q)
7 f [z] ← f [x] + f [y]
8 INSERT(Q, z)
9 return EXTRACT_MIN(Q) � Возврат корня дерева

Для рассмотренного ранее примера алгоритм Хаффмана выводит результат, при-
веденный на рис. 16.4. На каждом этапе показано содержимое очереди, элементы
которой рассортированы в порядке возрастания их частот. На каждом шаге рабо-
ты алгоритма объединяются два объекта (дерева) с самыми низкими частотами.
Листья изображены в виде прямоугольников, в каждом из которых указана буква
и соответствующая ей частота. Внутренние узлы представлены кругами, содер-
жащими сумму частот дочерних узлов. Ребро, соединяющее внутренний узел
с левым дочерним узлом, имеет метку 0, а ребро, соединяющее его с правым до-
черним узлом, — метку 1. Слово кода для буквы образуется последовательностью
меток на ребрах, соединяющих корень с листом, представляющим эту букву. По-
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Рис. 16.4. Этапы работы алгоритма Хаффмана для частот, заданных в табл. 16.1

скольку данное множество содержит шесть букв, размер исходной очереди равен 6
(часть а рисунка), а для построения дерева требуется пять слияний. Промежуточ-
ные этапы изображены в частях б–д. Конечное дерево (рис. 16.4е) представляет
оптимальный префиксный код. Как уже говорилось, слово кода для буквы — это
последовательность меток на пути от корня к листу с этой буквой.

В строке 2 инициализируется очередь с приоритетами Q, состоящая из эле-
ментов множества C. Цикл for в строках 3–8 поочередно извлекает по два узла,
x и y, которые характеризуются в очереди наименьшими частотами, и заменяет
их в очереди новым узлом z, представляющим объединение упомянутых выше
элементов. Частота появления z вычисляется в строке 7 как сумма частот x и y.
Узел x является левым дочерним узлом z, а y — его правым дочерним узлом. (Этот
порядок является произвольным; перестановка левого и правого дочерних узлов
приводит к созданию другого кода с той же стоимостью.) После n − 1 объедине-
ний в очереди остается один узел — корень дерева кодов, который возвращается
в строке 9.

При анализе времени работы алгоритма Хаффмана предполагается, что Q реа-
лизована как бинарная неубывающая пирамида (см. главу 6). Для множества C, со-
стоящего из n символов, инициализацию очереди Q в строке 2 можно выполнить
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за время O (n) с помощью процедуры BUILD_MIN_HEAP из раздела 6.3. Цикл for
в строках 3–8 выполняется ровно n − 1 раз, и поскольку для каждой операции
над пирамидой требуется время O (lg n), вклад цикла во время работы алгорит-
ма равен O (n lg n). Таким образом, полное время работы процедуры HUFFMAN

с входным множеством, состоящим из n символов, равно O (n lg n).

Корректность алгоритма Хаффмана
Чтобы доказать корректность жадного алгоритма HUFFMAN, покажем, что в за-

даче о построении оптимального префиксного кода проявляются свойства жадного
выбора и оптимальной подструктуры. В сформулированной ниже лемме показано
соблюдение свойства жадного выбора.

Лемма 16.2. Пусть C — алфавит, каждый символ c∈C которого встречается с ча-
стотой f [c]. Пусть x и y — два символа алфавита C с самыми низкими частотами.
Тогда для алфавита C существует оптимальный префиксный код, кодовые слова
символов x и y в котором имеют одинаковую длину и отличаются лишь последним
битом.

Доказательство. Идея доказательства состоит в том, чтобы взять дерево T , пред-
ставляющее произвольный оптимальный префиксный код, и преобразовать его
в дерево, представляющее другой оптимальный префиксный код, в котором сим-
волы x и y являются листьями с общим родительским узлом, причем в новом
дереве эти листья находятся на максимальной глубине.

Пусть a и b — два символа, представленные листьями с общим родительским
узлом, которые находятся на максимальной глубине дерева T . Предположим без
потери общности, что f [a] � f [b] и f [x] � f [y]. Поскольку f [x] и f [y] — две
самые маленькие частоты (в указанном порядке), а f [a] и f [b] — две произвольные
частоты, то выполняются соотношения f [x] � f [a] и f [y] � f [b]. Как показано
на рис. 16.5, в результате перестановки в дереве T листьев a и x получается дерево
T ′, а при последующей перестановке в дереве T ′ листьев b и y получается дерево
T ′′. Согласно уравнению (16.5), разность стоимостей деревьев T и T ′ равна

B (T ) − B
(
T ′) =

∑
c∈C

f (c) dT (c) −
∑
c∈C

f (c) dT ′ (c) =

= f [x] dT (x) + f [a] dT (a) − f [x] dT ′ (x) − f [a] dT ′ (a) =
= f [x] dT (x) + f [a] dT (a) − f [x] dT (a) − f [a] dT (x) =
= (f [a] − f [x]) (dT (a) − dT (x)) � 0,

поскольку величины f [a]−f [x] и dT (a)−dT (x) неотрицательны. Величина f [a]−
− f [x] неотрицательна, потому что x — лист с минимальной частотой, величина
dT (a) − dT (x) неотрицательна, потому что a — лист на максимальной глубине
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Рис. 16.5. Иллюстрация ключевых этапов доказательства леммы 16.2

в дереве T . Аналогично, перестановка листьев y и b не приведет к увеличению
стоимости, поэтому величина B (T ′) − B (T ′′) неотрицательна. Таким образом,
выполняется неравенство B (T ′′) � B (T ), и поскольку T — оптимальное дерево,
то должно также выполняться неравенство B (T ) � B (T ′′), откуда следует, что
B (T ′′) = B (T ). Таким образом, T ′′ — оптимальное дерево, в котором x и y —
находящиеся на максимальной глубине дочерние листья одного и того же узла,
что и доказывает лемму. �

Из леммы 16.2 следует, что процесс построения оптимального дерева путем
объединения узлов без потери общности можно начать с жадного выбора, при
котором объединению подлежат два символа с наименьшими частотами. Почему
такой выбор будет жадным? Стоимость объединения можно рассматривать как
сумму частот входящих в него элементов. В упражнении 16.3-3 предлагается
показать, что полная стоимость сконструированного таким образом дерева равна
сумме стоимостей его составляющих. Из всевозможных вариантов объединения
на каждом этапе в процедуре HUFFMAN выбирается тот, в котором получается
минимальная стоимость.

В приведенной ниже лемме показано, что задача о составлении оптимальных
префиксных кодов обладает свойством оптимальной подструктуры.

Лемма 16.3. Пусть дан алфавит C, в котором для каждого символа c ∈ C опре-
делены частоты f [c]. Пусть x и y — два символа из алфавита C с минимальными
частотами. Пусть C ′ — алфавит, полученный из алфавита C путем удаления сим-
волов x и y и добавления нового символа z, так что C ′ = C − {x, y} ∪ {z}.
По определению частоты f в алфавите C ′ совпадают с частотами в алфавите C,
за исключением частоты f [z] = f [x] + f [y]. Пусть T ′ — произвольное дерево,
представляющее оптимальный префиксный код для алфавита C ′. Тогда дерево T ,
полученное из дерева T ′ путем замены листа z внутренним узлом с дочерними
элементами x и y, представляет оптимальный префиксный код для алфавита C.

Доказательство. Сначала покажем, что стоимость B (T ) дерева T можно выра-
зить через стоимость B (T ′) дерева T ′, рассматривая стоимости компонентов из
уравнения (16.5). Для каждого символа c ∈ C − {x, y} выполняется соотношение
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dT (c) = dT ′ (c), следовательно, f [c] dT (c) = f [c] dT ′ (c). Поскольку dT (x) =
= dT (y) = dT ′ (z) + 1, получаем соотношение

f [x] dT (x) + f [y] dT (y) = (f [x] + f [y]) (dT ′ (z) + 1) =
= f [z] dT ′ (z) + (f [x] + f [y]) ,

из которого следует равенство

B (T ) = B
(
T ′) + f [x] + f [y] ,

или
B

(
T ′) = B (T ) − f [x] − f [y] .

Докажем лемму методом от противного. Предположим, дерево T не представ-
ляет оптимальный префиксный код для алфавита C. Тогда существует дерево T ′′,
для которого справедливо неравенство B (T ′′) < B (T ). Согласно лемме 16.2, x
и y без потери общности можно считать дочерними элементами одного и того
же узла. Пусть дерево T ′′′ получено из дерева T ′′ путем замены элементов x и y
листом z с частотой f [z] = f [x] + f [y]. Тогда можно записать:

B
(
T ′′′) = B

(
T ′′) − f [x] − f [y] < B (T ) − f [x] − f [y] = B

(
T ′) ,

что противоречит предположению о том, что дерево T ′ представляет оптимальный
префиксный код для алфавита C ′. Таким образом, дерево T должно представлять
оптимальный префиксный код для алфавита C. �

Теорема 16.4. Процедура HUFFMAN дает оптимальный префиксный код.

Доказательство. Справедливость теоремы непосредственно следует из лемм 16.2
и 16.3. �

Упражнения
16.3-1. Докажите, что бинарное дерево, которое не является полным, не может

соответствовать оптимальному префиксному коду.

16.3-2. Определите оптимальный код Хаффмана для представленного ниже мно-
жества частот, основанного на первых восьми числах Фибоначчи.

a:1 b:1 c:2 d:3 e:5 f:8 g:13 h:21

Попытайтесь обобщить ответ на случай первых n чисел Фибоначчи.

16.3-3. Докажите, что полную стоимость дерева, представляющего какой-нибудь
код, можно также вычислить как сумму комбинаций частот двух дочер-
них узлов по всем внутренним узлам.
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16.3-4. Докажите, что если символы отсортированы в порядке монотонного убы-
вания частот, то существует оптимальный код, длина слов в котором —
монотонно неубывающая величина.

16.3-5. Предположим, имеется оптимальный префиксный код для множества
C = {0, 1, . . . , n − 1} и мы хотим передать его, использовав как можно
меньше битов. Покажите, как представить любой оптимальный префикс-
ный код для множества C с помощью всего 2n−1+n 	lg n
 битов. (Ука-
зание: для представления структуры дерева, определяемой его обходом,
достаточно 2n − 1 битов.)

16.3-6. Обобщите алгоритм Хаффмана для кодовых слов в троичной системе
счисления (т.е. слов, в которых используются символы 0, 1 и 2) и дока-
жите, что с его помощью получается оптимальный троичный код.

16.3-7. Предположим, что файл данных содержит последовательность 8-бито-
вых символов, причем все 256 символов встречаются достаточно часто:
максимальная частота превосходит минимальную менее чем в два раза.
Докажите, что в этом случае кодирование Хаффмана по эффективности
не превышает обычный 8-битовый код фиксированной длины.

16.3-8. Покажите, что в среднем ни одна схема сжатия не в состоянии даже
на один бит сжать файл, состоящий из случайных 8-битовых символов.
(Указание: сравните количество возможных файлов с количеством сжа-
тых файлов.)

� 16.4 Теоретические основы жадных методов

В этом разделе в общих чертах рассматривается элегантная теория жадных
алгоритмов. Она оказывается полезной, когда нужно определить, когда жадный
метод дает оптимальное решение. Эта теория содержит комбинаторные структу-
ры, известные под названием “матроиды”. Несмотря на то, что рассматриваемая
теория не описывает все случаи, для которых применим жадный метод (например,
она не описывает задачу о выборе процессов из раздела 16.1 или задачу о кодах
Хаффмана из раздела 16.3), она находит применение во многих случаях, пред-
ставляющих практический интерес. Более того, эта теория быстро развивается
и обобщается, находя все больше приложений. В конце данной главы приводятся
ссылки на литературу, посвященную этой теме.

Матроиды
Матроид (matroid) — это упорядоченная пара M = (S, I), удовлетворяющая

сформулированным ниже условиям.
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1. Множество S конечное.

2. I — непустое семейство подмножеств множества S (которые называются
независимыми подмножествами), таких что если B ∈ I и A ⊆ B, то A ∈ I.
Если семейство I удовлетворяет этому свойству, то его называют наслед-
ственным (hereditary). Заметим, что пустое множество ∅ с необходимостью
принадлежит семейству I.

3. Если A ∈ I, B ∈ I и |A| < |B|, то существует такой элемент x ∈ A − B,
что A∪ {x} ∈ I. Говорят, что структура M удовлетворяет свойству замены
(exchange property).

Термин “матроид” был введен Хасслером Уитни (Hassler Whitney). Он изучал
матричные матроиды, элементами S которых являются строки заданной мат-
рицы. Множество строк является независимым, если они линейно независимы
в обычном смысле. Легко показать, что эта структура задает матроид (см. упраж-
нение 16.4-2).

В качестве другого примера матроида рассмотрим графовый матроид MG =
= (SG, IG), определенный ниже в терминах неориентированного графа G =
= (V, E).

• SG — множество E ребер графа G.

• Если A — подмножество множества E, то A ∈ IG тогда и только тогда,
когда множество A ациклическое, т.е. множество ребер A независимо тогда
и только тогда, когда подграф GA = (V, A) образует лес.

Графовый матроид MG тесно связан с задачей о минимальном остовном де-
реве, подробно описанном в главе 23.

Теорема 16.5. Если G = (V, E) — неориентированный граф, то MG = (SG, IG) —
матроид.

Доказательство. Очевидно, что SG = E — конечное множество. Кроме того,
IG — наследственное семейство, поскольку подмножество леса является лесом.
Другими словами, удаление ребер из ациклического множества ребер не может
привести к образованию циклов.

Таким образом, осталось показать, что структура MG удовлетворяет свойству
замены. Предположим, что GA = (V, A) и GB = (V, B) — леса графа G и что
|B| > |A|, т.е. A и B — ациклические множества ребер, и в множестве B содер-
жится больше ребер, чем во множестве A.

Из теоремы Б.2 следует, что лес, в котором имеется k ребер, содержит ровно
|V | − k деревьев. (Чтобы доказать это другим путем, начнем с |V | деревьев,
каждое из которых содержит только одну вершину и не содержит ни одного
ребра. Тогда каждое ребро, которое добавляется в лес, на единицу уменьшает
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количество деревьев.) Таким образом, лес GA содержит |V | − |A| деревьев, а лес
GB — |V | − |B| деревьев.

Поскольку в лесу GB меньше деревьев, чем в лесу GA, в нем должно со-
держаться некоторое дерево T , вершины которого принадлежат двум различным
деревьям леса GA. Более того, так как дерево T — связное, оно должно содержать
такое ребро (u, v), что вершины u и v принадлежат разным деревьям леса GA.
Поскольку ребро (u, v) соединяет вершины двух разных деревьев леса GA, его
можно добавить в лес GA, не образовав при этом цикла. Таким образом, структу-
ра MG удовлетворяет свойству замены, что и завершает доказательство того, что
MG — матроид. �

Для заданного матроида M = (S, I) назовем элемент x /∈ A расширением
(extension) множества A∈I, если его можно добавить в A без нарушения незави-
симости, т.е. x — расширение множества A, если A∪{x}∈I. В качестве примера
рассмотрим графовый матроид MG. Если A — независимое множество ребер, то
ребро e является расширением множества A тогда и только тогда, когда оно не
принадлежит этому множеству и его добавление в A не приведет к образованию
цикла.

Если A — независимое подмножество в матроиде M , то если у него нет рас-
ширений, говорят, что A — максимальное множество. Таким образом, множество
A — максимальное, если оно не содержится ни в одном большем независимом
подмножестве матроида M . Сформулированное ниже свойство часто оказывается
весьма полезным.

Теорема 16.6. Все максимальные независимые подмножества матроида имеют
один и тот же размер.

Доказательство. Докажем теорему методом от противного. Предположим, что
A — максимальное независимое подмножество матроида M и что существует
другое максимальное независимое подмножество B матроида M , размер кото-
рого превышает размер подмножества A. Тогда из свойства замены следует, что
множество A расширяемо до большего независимого множества A ∪ {x} за счет
некоторого элемента x ∈ B − A, что противоречит предположению о максималь-
ности множества A. �

В качестве иллюстрации применения этой теоремы рассмотрим графовый мат-
роид MG связного неориентированного графа G. Каждое максимальное независи-
мое подмножество MG должно представлять собой свободное дерево, содержащее
ровно |V | − 1 ребер, которые соединяют все вершины графа G. Такое дерево на-
зывается остовным деревом (spanning tree) графа G.

Говорят, что матроид M = (S, I) взвешенный (weighted), если с ним связана
весовая функция w, назначающая каждому элементу x∈S строго положительный



470 Часть IV. Усовершенствованные методы разработки и анализа

вес w (x). Весовая функция w обобщается на подмножества S путем суммиро-
вания:

w (A) =
∑
x∈A

w (x)

для любого подмножества A ⊆ S. Например, если обозначить через w (e) дли-
ну ребра e графового матроида MG, то w (A) — суммарная длина всех ребер,
принадлежащих множеству A.

Жадные алгоритмы на взвешенном матроиде
Многие задачи, для которых жадный подход позволяет получить оптимальное

решение, можно сформулировать в терминах поиска независимого подмножества
с максимальным весом во взвешенном матроиде. Итак, задан взвешенный мат-
роид M = (S, I) и нужно найти независимое множество A ∈ I, для которого
величина w (A) будет максимальной. Назовем такое максимальное независимое
подмножество с максимально возможным весом оптимальным подмножеством
матроида. Поскольку вес w (x) каждого элемента x∈S положителен, оптимальное
подмножество всегда является максимальным независимым подмножеством, что
всегда помогает сделать множество A большим, насколько это возможно.

Например, в задаче о минимальном остовном дереве (minimum-spanning-
tree problem) задается связный неориентированный граф G = (V, E) и функция
длин w такая, что w (e) — (положительная) длина ребра e. (Термин “длина” ис-
пользуется здесь для обозначения исходного веса, соответствующего ребру гра-
фа; термин “вес” сохранен для обозначения весов в соответствующем матроиде.)
Необходимо найти подмножество ребер, которые соединяют все вершины и име-
ют минимальную общую длину. Чтобы представить эту проблему в виде задачи
поиска оптимального подмножества матроида, рассмотрим взвешенный матроид
MG с весовой функцией w′, где w′ (e) = w0 − w (e), а величина w0 превышает
максимальную длину ребра. В таком взвешенном матроиде любой вес являет-
ся положительным, а оптимальное подмножество представляет собой остовное
дерево в исходном графе, имеющее минимальную общую длину. Точнее гово-
ря, каждое максимальное независимое подмножество A соответствует остовному
дереву, и, поскольку для любого максимального независимого подмножества A
справедливо соотношение

w′ (A) = (|V | − 1) w0 − w (A) ,

то независимое подмножество, которое максимизирует величину w′ (A), должно
минимизировать величину w (A). Таким образом, любой алгоритм, позволяющий
найти оптимальное подмножество A произвольного матроида, позволяет также
решить задачу о минимальном остовном дереве.
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В главе 23 приводится алгоритм решения задачи о минимальном остовном де-
реве, а здесь описывается жадный алгоритм, который работает для произвольного
взвешенного матроида. В качестве входных данных в этом алгоритме выступает
взвешенный матроид M = (S, I) и связанная с ним весовая функция w. Алгоритм
возвращает оптимальное подмножество A. В рассматриваемом псевдокоде ком-
поненты матроида M обозначены как S [M ] и I [M ], а весовая функция — через
w. Алгоритм является жадным, поскольку все элементы x ∈ S рассматриваются
в нем в порядке монотонного убывания веса, после чего элемент добавляется
в множество A, если множество A ∪ {x} — независимое.

GREEDY(M, w)
1 A ← ∅
2 Сортировка множества S[M ] в порядке убывания w
3 for каждого x ∈ S[M ] в порядке монотонного убывания веса w(x)
4 do if A ∪ {x} ∈ I[M ]
5 then A ← A ∪ {x}
6 return A

Элементы множества S рассматриваются по очереди, в порядке монотонного убы-
вания веса. Рассматриваемый элемент x добавляется в множество A, если он не
нарушает независимость последнего. В противном случае элемент x отбрасыва-
ется. Поскольку по определению матроида пустое множество является независи-
мым и поскольку элемент x добавляется в множество A, только если множество
A ∪ {x} — независимое, подмножество A по индукции всегда независимо. Та-
ким образом, алгоритм GREEDY всегда возвращает независимое подмножество A.
Вскоре вы увидите, что A — подмножество с максимальным возможным весом,
поэтому оно является оптимальным.

Время работы алгоритма GREEDY легко проанализировать. Обозначим через
n величину |S|. Фаза сортировки длится в течение времени O (n lg n). Строка 4
выполняется ровно n раз, по одному разу для каждого элемента множества S.
При каждом выполнении строки 4 требуется проверить, является ли независимым
множество A ∪ {x}. Если каждая подобная проверка длится в течение времени
O (f (n)), общее время работы алгоритма составляет O (n lg n + nf (n)).

Теперь докажем, что алгоритм GREEDY возвращает оптимальное подмножество.

Лемма 16.7 (Матроиды обладают свойством жадного выбора). Пусть M =
= (S, I) — взвешенный матроид с весовой функцией w, и пусть множество S
отсортировано в порядке монотонного убывания весов. Пусть x — первый эле-
мент множества S, такой что множество {x} независимо (если он существует).
Если элемент x существует, то существует оптимальное подмножество A множе-
ства S, содержащее элемент x.
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Доказательство. Если такого элемента x не существует, то единственным неза-
висимым подмножеством является пустое множество и доказательство закончено.
В противном случае предположим, что B — произвольное непустое оптимальное
подмножество. Предположим также, что x /∈ B; в противном случае считаем, что
A = B, и доказательство закончено.

Ни один из элементов множества B не имеет вес, больший чем w (x). Что-
бы продемонстрировать это, заметим, что из y ∈ B следует, что множество {y}
независимо, поскольку B∈I, а семейство I наследственное. Таким образом, бла-
годаря выбору элемента x обеспечивается выполнение неравенства w (x) � w (y)
для любого элемента y ∈ B.

Построим множество A, как описано ниже. Начнем с A = {x}. В соответ-
ствии с выбором элемента x, множество A — независимое. С помощью свойства
замены будем осуществлять поиск нового элемента множества B, который можно
добавить в множество A, пока не станет справедливо соотношение |A| = |B|;
при этом множество A останется независимым. Тогда A = B − {y} ∪ {x} для
некоторого элемента y ∈ B, так что

w (A) = w (B) − w (y) + w (x) � w (B) .

Поскольку множество B — оптимальное, множество A тоже должно быть опти-
мальным. Поскольку x ∈ A, лемма доказана. �

Теперь покажем, что если какой-то элемент не может быть добавлен вначале,
он также не может быть добавлен позже.

Лемма 16.8. Пусть M = (S, I) — произвольный матроид. Если x — элемент S,
представляющий собой расширение некоторого независимого подмножества A
множества S, то x также является расширением пустого множества ∅.

Доказательство. Поскольку x — расширение множества A, то множество
A ∪ {x} независимое. Так как семейство I является наследственным, то мно-
жество {x} должно быть независимым. Таким образом, x — расширение пустого
множества ∅. �

Следствие 16.9. Пусть M = (S, I) — произвольный матроид. Если x — элемент
множества S, который не является расширением пустого множества ∅, то этот
элемент также не является расширением любого независимого подмножества A
множества S.

Доказательство. Это следствие — обращение леммы 16.8. �

В следствии 16.9 утверждается, что любой элемент, который не может быть
использован сразу, не может использоваться никогда. Таким образом, в алгоритме
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GREEDY не может быть допущена ошибка, состоящая в пропуске какого-нибудь
начального элемента из множества S, который не является расширением пустого
множества ∅, поскольку такие элементы никогда не могут быть использованы.

Лемма 16.10 (Матроиды обладают свойством оптимальной подструктуры).
Пусть x — первый элемент множества S, выбранный алгоритмом GREEDY для
взвешенного матроида M = (S, I). Оставшаяся задача поиска независимого под-
множества с максимальным весом, содержащего элемент x, сводится к поиску
независимого подмножества с максимальным весом для взвешенного матроида
M ′ = (S′, I ′), где

S′ = {y ∈ S : {x, y} ∈ I} ,

I ′ = {B ⊆ S − {x} : B ∪ {x} ∈ I} , и

весовая функция матроида M ′ совпадает с весовой функцией матроида M , ограни-
ченной на множество S′. (Назовем матроид M ′ сужением (contraction) матроида
M на элемент x.)

Доказательство. Если A — произвольное независимое подмножество с макси-
мальным весом матроида M , содержащее элемент x, то A′ = A − {x} — неза-
висимое подмножество матроида M ′. Справедливо также обратное: из любого
независимого подмножества A′ матроида M ′ можно получить независимое под-
множество A = A′ ∪ {x} матроида M . Поскольку в обоих случаях выполняется
соотношение w (A) = w (A′) + w (x), решение с максимальным весом, содержа-
щее элемент x, для матроида M позволяет получить решение с максимальным
весом для матроида M ′ и наоборот. �

Теорема 16.11 (Корректность жадного алгоритма для матроидов). Если M =
= (S, I) — взвешенный матроид с весовой функцией w, то алгоритм GREEDY(M, w)
возвращает оптимальное подмножество.

Доказательство. Согласно следствию 16.9, обо всех пропущенных ранее эле-
ментах, не являющихся расширениями пустого множества ∅, можно забыть, по-
скольку они никогда больше не понадобятся. Когда выбран первый элемент x,
из леммы 16.7 следует, что процедура GREEDY не допускает ошибки, добавляя
элемент x в множество A, потому что существует оптимальное подмножество,
содержащее элемент x. И наконец, из леммы 16.10 следует, что в оставшейся за-
даче требуется найти оптимальное подмножество матроида M ′, представляющего
собой сужение матроида M на элемент x. После того как в процедуре GREEDY

множество A приобретет вид {x}, все остальные действия этой процедуры можно
интерпретировать как действия над матроидом M ′ = (S′, I ′). Это утверждение
справедливо благодаря тому, что любое множество B∈I ′ — независимое подмно-
жество матроида M ′ тогда и только тогда, когда множество B ∪ {x} независимо
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в матроиде M . Таким образом, в ходе последующей работы процедуры GREEDY

будет найдено независимое подмножество с максимальным весом для матроида
M ′, а в результате полного выполнения этой процедуры будет найдено независи-
мое подмножество с максимальным весом для матроида M . �

Упражнения
16.4-1. Покажите, что если S — произвольное конечное множество, а Ik — мно-

жество всех подмножеств S, размер которых не превышает k � |S|, то
(S, Ik) — матроид.

� 16.4-2. Пусть T — матрица размером m × n над некоторым полем (например,
действительных чисел). Покажите, что если S — множество столбцов T ,
а A∈I, то (S, I) является матроидом тогда и только тогда, когда столбцы
матрицы A линейно независимы.

� 16.4-3. Покажите, что если (S, I) — матроид, то матроидом является и (S, I ′),
где

I ′ =
{
A′ : S − A′ содержит некоторое максимальное A ∈ I

}
,

т.е. максимальные независимые множества матроида (S, I ′) представля-
ют собой дополнения максимальных независимых множеств матроида
(S, I).

� 16.4-4. Пусть S — конечное множество, а S1, S2, . . . , Sk — разбиение этого мно-
жества на непустые непересекающиеся подмножества. Определим струк-
туру (S, I) с помощью условия I = {A : |A ∩ Si| � 1 для i = 1, 2, . . . , k}.
Покажите, что (S, I) — матроид. Другими словами, семейство всех мно-
жеств A, содержащих не более одного члена в каждом блоке разбиения,
определяет независимые множества матроида.

16.4-5. Покажите, как можно преобразовать весовую функцию в задаче о взве-
шенном матроиде, в которой оптимальное решение представляет собой
максимальное независимое подмножество с минимальным весом, чтобы
преобразовать ее в стандартную задачу о взвешенном матроиде. Обос-
нуйте корректность преобразования.

� 16.5 Планирование заданий

Интересная задача, которую можно решить с помощью матроидов, — задача
по составлению оптимального расписания единичных заданий, выполняющихся
на одном процессоре. Каждое задание характеризуется конечным сроком выпол-
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нения, а также штрафом при пропуске этого срока. Эта задача кажется сложной,
однако она на удивление просто решается с помощью жадного алгоритма.

Единичное задание (unit-time job) — это задание (например, компьютерная
программа), для выполнения которого требуется единичный интервал времени.
Если имеется конечное множество S таких заданий, расписание (schedule) для
этого множества представляет собой перестановку элементов множества S, опре-
деляющую порядок их выполнения. Первое задание в расписании начинается
в нулевой момент времени и заканчивается в момент времени 1, второе задание
начинается в момент времени 1 и заканчивается в момент времени 2 и т.д.

Входные данные в задаче по планированию на одном процессоре единич-
ных заданий, характеризующихся конечным сроком выполнения и штрафом,
имеют следующий вид:

• множество S = {a1, a2, . . . , an}, состоящее из n единичных заданий;

• множество d1, d2, . . . , dn конечных сроков выполнения, представленных це-
лыми числами 1 � di � n; предполагается, что задание ai должно завер-
шиться к моменту времени di;

• множество из n неотрицательных весов или штрафных сумм w1, w2, . . . ,
wn; если задание ai не будет выполнено к моменту времени di, изымается
штраф wi; если это задание будет выполнено в срок, штрафные санкции не
применяются.

Для множества заданий S нужно найти расписание, минимизирующее сум-
марный штраф, который накладывается за все просроченные задания.

Рассмотрим произвольное расписание. Говорят, что задание в нем просрочено,
если оно завершается позже конечного срока выполнения. В противном случае
задание своевременное. Произвольное расписание всегда можно привести к виду
с первоочередными своевременными заданиями (early-first form), когда своевре-
менные задания выполняются перед просроченными. Чтобы продемонстрировать
это, заметим, что если какое-нибудь своевременное задание ai следует после неко-
торого просроченного задания aj , то задания ai и aj можно поменять местами,
причем задание ai все равно останется своевременным, а задание aj — просро-
ченным.

Аналогично, справедливо утверждение, согласно которому произвольное рас-
писание можно привести к каноническому виду (canonical form), в котором свое-
временные задания предшествуют просроченным и расположены в порядке моно-
тонного возрастания конечных сроков выполнения. Для этого сначала приведем
расписание к виду с первоочередными своевременными заданиями. После этого,
до тех пор пока в расписании будут иметься своевременные задания ai и aj , ко-
торые заканчиваются в моменты времени k и k + 1 соответственно, но при этом
dj < di, мы будем менять их местами. Поскольку задание aj до перестановки
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было своевременным, k + 1 � dj . Таким образом, k + 1 < di, и задание ai остает-
ся своевременным и после перестановки. Задание aj сдвигается на более раннее
время, поэтому после перестановки оно тоже остается своевременным.

Приведенные выше рассуждения позволяют свести поиск оптимального рас-
писания к определению множества A, состоящего из своевременных заданий в оп-
тимальном расписании. Как только такое множество будет определено, можно
будет создать фактическое расписание, включив в него элементы множества A
в порядке монотонного возрастания моментов их окончания, а затем — перечис-
лив просроченные задания (S−A) в произвольном порядке. Таким образом будет
получено канонически упорядоченное оптимальное расписание.

Говорят, что множество заданий A независимое, если для него существует
расписание, в котором отсутствуют просроченные задания. Очевидно, что мно-
жество своевременных заданий расписания образует независимое множество за-
даний. Обозначим через I семейство всех независимых множеств заданий.

Рассмотрим задачу, состоящую в определении того, является ли заданное мно-
жество заданий A независимым. Обозначим через Nt (A) количество заданий
множества A, конечный срок выполнения которых равен t или наступает раньше
(величина t может принимать значения 0, 1, 2, . . . , n). Заметим, что N0 (A) = 0
для любого множества A.

Лемма 16.12. Для любого множества заданий A сформулированные ниже утвер-
ждения эквивалентны.

1. Множество A независимое.

2. Для всех t = 0, 1, 2, . . . , n выполняются неравенства Nt (A) � t.

3. Если в расписании задания из множества A расположены в порядке моно-
тонного возрастания конечных сроков выполнения, то ни одно из них не
является просроченным.

Доказательство. Очевидно, что если для некоторого t Nt (A) > t, то невоз-
можно составить расписание таким образом, чтобы в множестве A не оказалось
просроченных заданий, поскольку до наступления момента t остается более t
незавершенных заданий. Таким образом, утверждение (1) предполагает выпол-
нение утверждения (2). Если выполняется утверждение (2), то i-й по порядку
срок завершения задания не превышает i, так что при расстановке заданий в этом
порядке все сроки будут соблюдены. Наконец, из утверждения (3) тривиальным
образом следует справедливость утверждения (1). �

С помощью свойства (2) леммы 16.12 легко определить, является ли незави-
симым заданное множество заданий (см. упражнение 16.5-2).
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Задача по минимизации суммы штрафов за просроченные задания — это то
же самое, что задача по максимизации суммы штрафов, которых удалось избе-
жать благодаря своевременному выполнению заданий. Таким образом, приведен-
ная ниже теорема гарантирует, что с помощью жадного алгоритма можно найти
независимое множество заданий A с максимальной суммой штрафов.

Теорема 16.13. Если S — множество единичных заданий с конечным сроком вы-
полнения, а I — семейство всех независимых множеств заданий, то соответству-
ющая система (S, I) — матроид.

Доказательство. Ясно, что любое подмножество независимого множества зада-
ний тоже независимо. Чтобы доказать, что выполняется свойство замены, предпо-
ложим, что B и A — независимые множества заданий, и что |B| > |A|. Пусть k —
наибольшее t, такое что Nt (B) � Nt (A) (такое значение t существует, поскольку
N0 (A) = N0 (B) = 0.) Так как Nn (B) = |B| и Nn (A) = |A|, но |B| > |A|,
получается, что k < n, и для всех j в диапазоне k + 1 � j � n должно выпол-
няться соотношение Nj (B) > Nj (A). Таким образом, в множестве B содержится
больше заданий с конечным сроком выполнения k + 1, чем в множестве A. Пусть
ai — задание из множества B − A с конечным сроком выполнения k + 1, и пусть
A′ = A ∪ {ai}.

Теперь с помощью второго свойства леммы 16.12 покажем, что множество
A′ должно быть независимым. Поскольку множество A независимое, для любого
0 � t � k выполняется соотношение Nt (A′) = Nt (A) � t. Для k < t � n,
поскольку B — независимое множество, имеем Nt (A′) � Nt (B) � t. Следо-
вательно, множество A′ независимое, что и завершает доказательство того, что
(S, I) — матроид. �

С помощью теоремы 16.11 можно сформулировать жадный алгоритм, позво-
ляющий найти независимое множество заданий A с максимальным весом. После
этого можно будет создать оптимальное расписание, в котором элементы мно-
жества A будут играть роль своевременных заданий. Этот метод дает эффектив-
ный алгоритм планирования единичных заданий с конечным сроком выполнения
и штрафом для одного процессора. Время работы этого алгоритма, в котором
используется процедура GREEDY, равно O

(
n2

)
, поскольку каждая из O (n) про-

верок независимости, выполняющихся в этом алгоритме, требует времени O (n)
(см. упражнение 16.5-2). Более быструю реализацию этого алгоритма предлагает-
ся разработать в задаче 16-4.

В табл. 16.2 приводится пример задачи по планированию на одном процессоре
единичных заданий с конечным сроком выполнения и штрафом. В этом примере
жадный алгоритм выбирает задания a1, a2, a3 и a4, затем отвергает задания a5

и a6, и наконец выбирает задание a7. В результате получается оптимальное рас-
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Таблица 16.2. Пример задачи по планированию единичных заданий с конечным сроком
выполнения и штрафом на одном процессоре

ai 1 2 3 4 5 6 7

di 4 2 4 3 1 4 6

wi 70 60 50 40 30 20 10

писание 〈a2, a4, a1, a3, a7, a5, a6〉, которому соответствует общая сумма штрафа,
равная w5 + w6 = 50.

Упражнения
16.5-1. Решите задачу планирования, параметры которой приведены в табл. 16.2,

но каждый штраф wi в которой заменен величиной 80 − wi.

16.5-2. Покажите, как с помощью второго свойства леммы 16.12 в течение вре-
мени O (|A|) определить, независимо ли заданное множество заданий A.

Задачи
16-1. Размен монет

Рассмотрим задачу по выдаче сдачи, сумма которой составляет n копеек,
использовав как можно меньшее количество монет. Предполагается, что
номинал каждой монеты выражается целым числом.

а) Опишите жадный алгоритм, в котором сдача выдается монетами
номиналом 25 копеек, 10 копеек, 5 копеек и 1 копейка. Докажите,
что алгоритм позволяет получить оптимальное решение.

б) Предположим, что номинал монет выражается степенями некото-
рого целого числа c > 1, т.е. номиналы представляют собой числа
c0, c1, . . . , ck, где k � 1. Покажите, что жадный алгоритм всегда дает
оптимальное решение.

в) Приведите пример множества номиналов монет, для которого жад-
ный алгоритм не выдает оптимального решения. В это множество
должна входить монета номиналом 1 копейка, чтобы решение су-
ществовало для любого значения n.

г) Разработайте алгоритм, позволяющий выдать сдачу с помощью лю-
бого набора монет, множество номиналов в котором состоит из k
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различных номиналов. Предполагается, что один из номиналов обя-
зательно равен 1 копейке. Время работы алгоритма должно быть
равно O (nk).

16-2. Расписание, минимизирующее среднее время выполнения

Предположим, у нас имеется множество заданий S = {a1, a2, . . . , an},
в котором для выполнения задания ai требуется pi единиц времени. Име-
ется один компьютер, на котором будут выполняться эти задания, кото-
рый способен одновременно выполнять не более одного задания. Пусть
ci — время завершения задания ai, т.е. момент времени, когда прекраща-
ется его выполнение. Задача заключается в том, чтобы минимизировать
среднее время завершения, т.е. величину

∑n
i=1 ci/n. Например, предпо-

ложим, что имеется два задания a1 и a2, которым соответствуют времена
выполнения p1 = 3 и p2 = 5. Рассмотрим расписание, в котором сначала
выполняется задание a2, а затем — задание a1. Тогда c2 = 5, c1 = 8,
и среднее время завершения равно (5 + 8)/2 = 6.5.

а) Сформулируйте алгоритм, который планирует задания таким об-
разом, чтобы минимизировать среднее время завершения. Каждое
задание должно выполняться без прерываний, т.е. будучи запущено,
задание ai должно непрерывно выполняться в течение pi единиц
времени. Докажите, что ваш алгоритм минимизирует среднее время
завершения, и определите время его работы.

б) Предположим, что не все задания доступны сразу. Другими словами,
с каждым заданием связано время выпуска (release time) ri, раньше
которого оно недоступно для обработки. Предположим также, что
допускаются прерывания, т.е. что задание может быть приостанов-
лено и возобновлено позже. Например, задание ai, время обработки
которого равно pi = 6, может быть запущено в момент времени 1
и приостановлено в момент времени 4. Затем оно может быть воз-
обновлено в момент времени 10, еще раз приостановлено в момент
времени 11, снова возобновлено в момент времени 13, и наконец за-
вершено в момент времени 15. Таким образом, задание ai в общей
сложности выполняется в течение шести единиц времени, но время
его выполнения разделено на три фрагмента. Время завершения за-
дания ai равно при таком расписании 15. Сформулируйте алгоритм,
планирующий задания таким образом, чтобы минимизировать сред-
нее время завершения в этом новом сценарии. Докажите, что ваш
алгоритм минимизирует среднее время завершения и найдите время
его работы.
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16-3. Ациклические подграфы

а) Пусть G = (V, E) — неориентированный граф. Покажите с помо-
щью определения матроида, что (E, I) — матроид, где A ∈ I тогда
и только тогда, когда A — ациклическое подмножество E.

б) Для неориентированного графа G = (V, E) матрицей инцидент-
ности (incidence matrix) называется матрица M размером |V |× |E|,
такая что Mve = 1, если ребро e инцидентно вершине v, и Mve = 0
в противном случае. Докажите, что множество столбцов матрицы
M линейно независимо над полем целых чисел по модулю 2 тогда
и только тогда, когда соответствующее множество ребер ациклично.
Затем с помощью результата упражнения 16.4-2 приведите альтерна-
тивное доказательство того, что структура (E, I) из части а задачи —
матроид.

в) Предположим, с каждым ребром неориентированного графа G =
= (V, E) связан неотрицательный вес w (e). Разработайте эффек-
тивный алгоритм поиска ациклического подмножества множества
E с максимальным общим весом.

г) Пусть G = (V, E) — произвольный ориентированный граф, и пусть
(E, I) определено так, что A ∈ I тогда и только тогда, когда A не
содержит ориентированных циклов. Приведите пример ориентиро-
ванного графа G, такого что связанная с ним система (E, I) не явля-
ется матроидом. Укажите, какое условие из определения матроида
не соблюдается.

д) Для ориентированного графа G = (V, E) матрицей инцидентно-
сти (incidence matrix) называется матрица M размером |V | × |E|,
такая что Mve = −1, если ребро e исходит из вершины v, Mve = +1,
если ребро e входит в вершину v, и Mve = 0 в противном случае.
Докажите, что если множество столбцов матрицы M линейно неза-
висимо, то соответствующее множество ребер не содержит ориен-
тированных циклов.

е) В упражнении 16.4-2 утверждается, что семейство линейно незави-
симых столбцов произвольной матрицы M образует матроид. Объ-
ясните, почему результаты частей г) и д) задачи не противоречат
друг другу. В чем могут быть различия между понятием ацикли-
ческого множества ребер и понятием множества связанных с ними
линейно независимых столбцов матрицы инцидентности?

16-4. Вариации задачи планирования
Рассмотрим сформулированный ниже алгоритм применительно к задаче
из раздела 16.5, в которой предлагается составить расписание единичных
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задач с конечными сроками выполнения и штрафами. Пусть все n отрез-
ков времени изначально являются пустыми, где i-й интервал времени —
это единичный промежуток времени, который заканчивается в момент
i. Задачи рассматриваются в порядке монотонного убывания штрафов.
Если при рассмотрении задания aj существуют незаполненные отрезки
времени, расположенные на шкале времени не позже конечного момента
выполнения dj этого задания, то задание aj планируется для выполнения
в течение последнего из этих отрезков, заполняя данный отрезок. Если же
ни одного такого отрезка времени не осталось, задание aj планируется
для выполнения в течение последнего из незаполненных отрезков.

а) Докажите, что этот алгоритм всегда позволяет получить оптималь-
ный ответ.

б) Реализуйте эффективный алгоритм с помощью леса непересекаю-
щихся множеств, описанного в разделе 21.3. Предполагается, что
множество входных заданий уже отсортировано в порядке монотон-
ного убывания штрафов. Проанализируйте время работы алгоритма
в вашей реализации.

Заключительные замечания
Намного большее количество материала по жадным алгоритмам и матроидам

можно найти в книгах Лоулера (Lawler) [196], а также Пападимитриу (Papadim-
itriou) и Штейглица (Steiglitz) [237].

Впервые жадный алгоритм был описан в литературе по комбинаторной оп-
тимизации в статье Эдмондса (Edmonds) [85], опубликованной в 1971 году. По-
явление же теории матроидов датируется 1935 годом, когда вышла статья Уитни
(Whitney) [314].

Приведенное здесь доказательство корректности жадного алгоритма для реше-
ния задачи о выборе процессов основано на доказательстве, предложенном Гаври-
лом (Gavril) [112]. Задача о планировании заданий изучалась Лоулером [196], Го-
ровицем (Horowitz) и Сахни (Sahni) [157], а также Брассардом (Brassard) и Брейтли
(Bratley) [47].

Коды Хаффмана были разработаны в 1952 году [162]. В работе Лелевера
(Lelewer) и Хиршберга (Hirschberg) [200] имеется обзор методов сжатия данных,
известных к 1987 году.

Развитие теории матроидов до теории гридоидов (greedoid) впервые было
предложено Кортом (Korte) и Ловасом (Lovasz) [189–192], которые значительно
обобщили представленную здесь теорию.


