
ÃËÀÂÀ 3

Äåðåâüÿ
Äåðåâüÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èåðàðõè÷åñêóþ ñòðóêòóðó íåêîé ñîâîêóïíîñòè ýëåìåíòîâ.
Çíàêîìûìè âàì ïðèìåðàìè äåðåâüåâ ìîãóò ñëóæèòü ãåíåàëîãè÷åñêèå è îðãàíèçàöèîí-
íûå äèàãðàììû. Äåðåâüÿ èñïîëüçóþòñÿ ïðè àíàëèçå ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé, ïðè ïðåä-
ñòàâëåíèè ñòðóêòóð ìàòåìàòè÷åñêèõ ôîðìóë. Îíè òàêæå åñòåñòâåííûì ïóòåì âîçíèêà-
þò âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ êîìïüþòåðíûõ íàóê. Íàïðèìåð, äåðåâüÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ
îðãàíèçàöèè èíôîðìàöèè â ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ áàçàìè äàííûõ è äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
ñèíòàêñè÷åñêèõ ñòðóêòóð â êîìïèëÿòîðàõ ïðîãðàìì. Â ãëàâå 5 îïèñàíî ïðèìåíåíèå äå-
ðåâüåâ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ. Â ýòîé êíèãå âû âñòðåòèòåñü ñî ìíîãèìè ïðèìåðàìè
äåðåâüåâ. Â ýòîé ãëàâå ìû ââåäåì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ (òåðìèíîëîãèþ) è ïðåäñòàâèì
îñíîâíûå îïåðàòîðû, âûïîëíÿåìûå íàä äåðåâüÿìè. Çàòåì îïèøåì íåêîòîðûå íàèáîëåå
÷àñòî èñïîëüçóåìûå ñòðóêòóðû äàííûõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ äåðåâüÿ, è ïîêàæåì, êàê
íàèáîëåå ýôôåêòèâíî ðåàëèçîâàòü îïåðàòîðû äåðåâüåâ.

3.1. Основная терминология
Äåðåâî � ýòî ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ, íàçûâàåìûõ óçëàìè (îäèí èç êîòîðûõ îï-

ðåäåëåí êàê êîðåíü), è îòíîøåíèé (�ðîäèòåëüñêèõ�), îáðàçóþùèõ èåðàðõè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó óçëîâ. Óçëû, òàê æå, êàê è ýëåìåíòû ñïèñêîâ, ìîãóò áûòü ýëåìåíòàìè ëþ-
áîãî òèïà. Ìû ÷àñòî áóäåì èçîáðàæàòü óçëû áóêâàìè, ñòðîêàìè èëè ÷èñëàìè. Ôîð-
ìàëüíî äåðåâî ìîæíî ðåêóððåíòíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Îäèí óçåë ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. Ýòîò æå óçåë òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ýòîãî äåðåâà.

2. Ïóñòü n � ýòî óçåë, à T1, T2, ..., Tk � äåðåâüÿ ñ êîðíÿìè n1, n2, ..., nk ñîîòâåòñò-
âåííî. Ìîæíî ïîñòðîèòü íîâîå äåðåâî, ñäåëàâ n ðîäèòåëåì óçëîâ n1, n2, ..., nk. Â
ýòîì äåðåâå n áóäåò êîðíåì, à T1, T2, ..., Tk � ïîääåðåâüÿìè ýòîãî êîðíÿ. Óçëû
n1, n2, ..., nk íàçûâàþòñÿ ñûíîâüÿìè óçëà n.

×àñòî â ýòî îïðåäåëåíèå âêëþ÷àþò ïîíÿòèå íóëåâîãî äåðåâà, ò.å. �äåðåâà� áåç óç-
ëîâ, òàêîå äåðåâî ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì Λ.

Ïðèìåð 3.1. Ðàññìîòðèì îãëàâëåíèå êíèãè, ñõåìàòè÷åñêè ïðåäñòàâëåííîå íà
ðèñ. 3.1, à. Ýòî îãëàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, êîòîðîå â äðóãîé ôîðìå ïîêàçàíî íà
ðèñ. 3.1, á. Îòíîøåíèå ðîäèòåëü-ñûí îòîáðàæàåòñÿ â âèäå ëèíèè. Äåðåâüÿ îáû÷íî ðè-
ñóþòñÿ ñâåðõó âíèç, êàê íà ðèñ. 3.1, á, òàê, ÷òî ðîäèòåëè ðàñïîëàãàþòñÿ âûøå �äåòåé�.

Ðèñ. 3.1. Îãëàâëåíèå êíèãè è åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå äåðåâà
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Êîðíåì ýòîãî äåðåâà ÿâëÿåòñÿ óçåë Êíèãà, êîòîðûé èìååò òðè ïîääåðåâà ñîîòâåò-
ñòâåííî ñ êîðíÿìè Ãë.1, Ãë.2 è Ãë.3. Ýòè îòíîøåíèÿ ïîêàçàíû ëèíèÿìè, èäóùèìè èç
êîðíÿ Êíèãà ê óçëàì Ãë.1, Ãë.2 è Ãë.3. Óçåë Êíèãà ÿâëÿåòñÿ ðîäèòåëåì óçëîâ Ãë.1,
Ãë.2 è Ãë.3, à ýòè òðè óçëà � ñûíîâüÿìè óçëà Êíèãà.

Òðåòüå ïîääåðåâî, ñ êîðíåì Ãë.3, ñîñòîèò èç îäíîãî óçëà, îñòàëüíûå äâà ïîääåðåâà
èìåþò íåòðèâèàëüíóþ ñòðóêòóðó. Íàïðèìåð, ïîääåðåâî ñ êîðíåì Ãë.2 â ñâîþ î÷åðåäü
èìååò òðè ïîääåðåâà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ðàçäåëàì êíèãè Ð.2.1, Ð.2.2 è Ð.2.3; ïî-
ñëåäíèå äâà ïîääåðåâà èìåþò ïî îäíîìó óçëó, â òî âðåìÿ êàê ïåðâîå èìååò äâà ïîä-
äåðåâà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäðàçäåëàì êíèãè Ð.2.1.1 è Ð.2.1.2. !

Ïðèìåð 3.1 ïîêàçûâàåò òèïè÷íûå äàííûå, äëÿ êîòîðûõ íàèëó÷øèì ïðåäñòàâëå-
íèåì áóäóò äåðåâüÿ. Â ýòîì ïðèìåðå ðîäèòåëüñêèå îòíîøåíèÿ óñòàíàâëèâàþò ïîä÷è-
íåííîñòü ãëàâ è ðàçäåëîâ: ðîäèòåëüñêèé óçåë ñâÿçàí ñ óçëàìè ñûíîâåé (è óêàçûâàåò
íà íèõ), êàê óçåë Êíèãà ïîä÷èíÿåò ñåáå óçëû Ãë.1, Ãë.2 è Ãë.3. Â ýòîé êíèãå âû
âñòðåòèòå ìíîãî ðàçëè÷íûõ îòíîøåíèé, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ ðî-
äèòåëüñêèõ îòíîøåíèé è ïîä÷èíåííîñòè â âèäå äåðåâüåâ.

Ïóòåì èç óçëà n1 â óçåë nk íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óçëîâ n1, n2, ..., nk,
ãäå äëÿ âñåõ i, 1 ≤ i ≤ k, óçåë ni ÿâëÿåòñÿ ðîäèòåëåì óçëà ni+1. Äëèíîé ïóòè íàçûâà-
åòñÿ ÷èñëî, íà åäèíèöó ìåíüøåå ÷èñëà óçëîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ýòîò ïóòü. Òàêèì îáðà-
çîì, ïóòåì íóëåâîé äëèíû áóäåò ïóòü èç ëþáîãî óçëà ê ñàìîìó ñåáå. Íà ðèñ. 3.1 ïó-
òåì äëèíû 2 áóäåò, íàïðèìåð, ïóòü îò óçëà Ãë.2 ê óçëó Ð.2.1.2.

Åñëè ñóùåñòâóåò ïóòü èç óçëà a â b, òî â ýòîì ñëó÷àå óçåë à íàçûâàåòñÿ ïðåäêîì
óçëà b, à óçåë b � ïîòîìêîì óçëà a. Íàïðèìåð, íà ðèñ. 3.1 ïðåäêàìè óçëà Ð.2.1 áó-
äóò ñëåäóþùèå óçëû: ñàì óçåë Ð.2.1 è óçëû Ãë.2 è Êíèãà, òîãäà êàê ïîòîìêàìè ýòîãî
óçëà ÿâëÿþòñÿ îïÿòü ñàì óçåë Ð.2.1 è óçëû Ð.2.1.1 è Ð.2.1.2. Îòìåòèì, ÷òî ëþáîé óçåë
îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è ïðåäêîì, è ïîòîìêîì ñàìîãî ñåáÿ.

Ïðåäîê èëè ïîòîìîê óçëà, íå ÿâëÿþùèéñÿ òàêîâûì ñàìîãî ñåáÿ, íàçûâàåòñÿ èñ-
òèííûì ïðåäêîì èëè èñòèííûì ïîòîìêîì ñîîòâåòñòâåííî. Â äåðåâå òîëüêî êîðåíü
íå èìååò èñòèííîãî ïðåäêà. Óçåë, íå èìåþùèé èñòèííûõ ïîòîìêîâ, íàçûâàåòñÿ ëèñ-
òîì. Òåïåðü ïîääåðåâî êàêîãî-ëèáî äåðåâà ìîæíî îïðåäåëèòü êàê óçåë (êîðåíü ïîä-
äåðåâà) âìåñòå ñî âñåìè åãî ïîòîìêàìè.

Âûñîòîé óçëà äåðåâà íàçûâàåòñÿ äëèíà ñàìîãî äëèííîãî ïóòè èç ýòîãî óçëà äî êà-
êîãî-ëèáî ëèñòà. Íà ðèñ.3.1 âûñîòà óçëà Ãë.1 ðàâíà 1, óçëà Ãë.2 � 2, à óçëà Ãë.3 �
0. Âûñîòà äåðåâà ñîâïàäàåò ñ âûñîòîé êîðíÿ. Ãëóáèíà óçëà îïðåäåëÿåòñÿ êàê äëèíà
ïóòè (îí åäèíñòâåííûé) îò êîðíÿ äî ýòîãî óçëà.

Порядок узлов
Ñûíîâüÿ óçëà îáû÷íî óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Ïîýòîìó äâà äåðåâà íà ðèñ.

3.2 ðàçëè÷íû, òàê êàê ïîðÿäîê ñûíîâåé óçëà à ðàçëè÷åí. Åñëè ïîðÿäîê ñûíîâåé èã-
íîðèðóåòñÿ, òî òàêîå äåðåâî íàçûâàåòñÿ íåóïîðÿäî÷åííûì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äåðåâî
íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì.

Ðèñ. 3.2. Äâà ðàçëè÷íûõ óïîðÿäî÷åííûõ
äåðåâà

Óïîðÿäî÷èâàíèå ñëåâà íàïðàâî ñûíîâåé (�ðîäíûõ äåòåé� îäíîãî óçëà) ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ óçëîâ, êîòîðûå íå ñâÿçàíû îòíîøåíèÿìè ïðåäêè-
ïîòîìêè. Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðàâèëî çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè óçëû a è b ÿâ-
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ëÿþòñÿ ñûíîâüÿìè îäíîãî ðîäèòåëÿ è óçåë a ëåæèò
ñëåâà îò óçëà b, òî âñå ïîòîìêè óçëà a áóäóò íàõîäèòü-
ñÿ ñëåâà îò ëþáûõ ïîòîìêîâ óçëà b.

Ïðèìåð 3.2. Ðàññìîòðèì äåðåâî íà ðèñ. 3.3. Óçåë 8
ðàñïîëîæåí ñïðàâà îò óçëà 2, ñëåâà îò óçëîâ 9, 6, 10, 4
è 7, è íå èìååò îòíîøåíèé ñïðàâà-ñëåâà îòíîñèòåëüíî
ïðåäêîâ 1, 3 è 5.

Ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ïðàâèëî, ïîçâîëÿþùåå îïðåäå-
ëèòü, êàêèå óçëû ðàñïîëîæåíû ñëåâà îò äàííîãî óçëà
n, à êàêèå � ñïðàâà. Äëÿ ýòîãî íàäî ïðî÷åðòèòü ïóòü
îò êîðíÿ äåðåâà äî óçëà n. Òîãäà âñå óçëû è èõ ïîòîì-
êè, ðàñïîëîæåííûå ñëåâà îò ýòîãî ïóòè, áóäóò íàõî-
äèòüñÿ ñëåâà îò óçëà n, è, àíàëîãè÷íî, âñå óçëû è èõ
ïîòîìêè, ðàñïîëîæåííûå ñïðàâà îò ýòîãî ïóòè, áóäóò
íàõîäèòüñÿ ñïðàâà îò óçëà n. !

Прямой, обратный и симметричный обходы дерева
Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ îáõîäà (ïðîõîæäåíèÿ) âñåõ óçëîâ äåðåâà1. Òðè

íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ ñïîñîáà îáõîäà äåðåâà íàçûâàþòñÿ îáõîä â ïðÿìîì ïî-
ðÿäêå, îáõîä â îáðàòíîì ïîðÿäêå è îáõîä âî âíóòðåííåì ïîðÿäêå (ïîñëåäíèé âèä îá-
õîäà òàêæå ÷àñòî íàçûâàþò ñèììåòðè÷íûì îáõîäîì, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáà ýòèõ
íàçâàíèÿ êàê ñèíîíèìû). Âñå òðè ñïîñîáà îáõîäà ðåêóðñèâíî ìîæíî îïðåäåëèòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì.

 • Åñëè äåðåâî Ò ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì äåðåâîì, òî â ñïèñîê îáõîäà çàíîñèòñÿ ïóñòàÿ
çàïèñü.

 • Åñëè äåðåâî Ò ñîñòîèò èç îäíîãî óçëà, òî â ñïèñîê îáõîäà çàïèñûâàåòñÿ ýòîò óçåë.

 • Äàëåå, ïóñòü Ò � äåðåâî ñ êîðíåì n è ïîääåðåâüÿìè T1, T2, ..., Tk, êàê ïîêàçàíî
íà ðèñ. 3.4. Òîãäà äëÿ ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ îáõîäà èìååì ñëåäóþùåå.

1. Ïðè ïðîõîæäåíèè â ïðÿìîì ïîðÿäêå (ò.å. ïðè ïðÿìîì óïîðÿäî÷èâàíèè) óçëîâ äå-
ðåâà Ò ñíà÷àëà ïîñåùàåòñÿ êîðåíü n, çàòåì óçëû ïîääåðåâà T1, äàëåå âñå óçëû
ïîääåðåâà T2, è ò.ä. Ïîñëåäíèìè ïîñåùàþòñÿ óçëû ïîääåðåâà Tk.

2. Ïðè ñèììåòðè÷íîì îáõîäå óçëîâ äåðåâà Ò ñíà÷àëà ïîñåùàþòñÿ â ñèììåòðè÷íîì
ïîðÿäêå âñå óçëû ïîääåðåâà T1, äàëåå êîðåíü n, çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî â ñèììåò-
ðè÷íîì ïîðÿäêå âñå óçëû ïîääåðåâüåâ T2, ..., Tk.

3. Âî âðåìÿ îáõîäà â îáðàòíîì ïîðÿäêå ñíà÷àëà ïîñåùàþòñÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå
âñå óçëû ïîääåðåâà T1, çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïîñåùàþòñÿ âñå óçëû ïîääåðåâüåâ
T2, ..., Tk, òàêæå â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ïîñëåäíèì ïîñåùàåòñÿ êîðåíü n.

Â ëèñòèíãå 3.1,à ïîêàçàí íàáðîñîê ïðîöåäó-
ðû PREORDER (Ïðÿìîå óïîðÿäî÷èâàíèå), ñî-
ñòàâëÿþùåé ñïèñîê óçëîâ äåðåâà ïðè îáõîäå
åãî â ïðÿìîì ïîðÿäêå. ×òîáû èç ýòîé ïðîöåäó-
ðû ñäåëàòü ïðîöåäóðó, âûïîëíÿþùóþ îáõîä
äåðåâà â îáðàòíîì ïîðÿäêå, íàäî ïðîñòî ïîìå-
íÿòü ìåñòàìè ñòðîêè (1) è (2). Â ëèñòèíãå 3.1,á
ïðåäñòàâëåí íàáðîñîê ïðîöåäóðû INORDER
(Âíóòðåííåå óïîðÿäî÷èâàíèå). Â ýòèõ ïðîöåäó-
ðàõ ïðîèçâîäèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå óïîðÿäî÷è-
âàíèå äåðåâüåâ ïóòåì âûçîâà ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïðîöåäóð ê êîðíþ äåðåâà.

                                               
1 Îáõîä óçëîâ äåðåâà ðàâíîçíà÷åí óïîðÿäî÷èâàíèþ ïî êàêîìó-ëèáî ïðàâèëó ýòèõ óçëîâ. Ïî-

ýòîìó â äàííîì ðàçäåëå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëîâà �îáõîä óçëîâ� è �óïîðÿäî÷èâàíèå óçëîâ�
êàê ñèíîíèìû. � Ïðèì. ðåä.

Ðèñ. 3.3. Äåðåâî

Ðèñ. 3.4. Äåðåâî Ò
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Листинг 3.1. Рекурсивные процедуры обхода деревьев
а. Процедура PREORDER

procedure PREORDER ( n: узел );
begin

(1) занести в список обхода узел n;
(2) for для каждого сына с узла n в порядке слева направо do

PREORDER(c)

end; { PREORDER }

б. Процедура INORDER

procedure INORDER ( n: узел );
begin

if n — лист then
занести в список обхода узел n;

else begin

INORDER(самый левый сын узла n);
занести в список обхода узел n;
for для каждого сына с узла n, исключая самый левый,

в порядке слева направо do
INORDER(с)

end

end; { INORDER }

Ïðèìåð 3.3. Ñäåëàåì îáõîä äåðåâà, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 3.3, â ïðÿìîì ïîðÿäêå.
Ñíà÷àëà çàïèøåì (ïîñåòèì) óçåë 1, çàòåì âûçîâåì ïðîöåäóðó PREORDER äëÿ îáõî-
äà ïåðâîãî ïîääåðåâà ñ êîðíåì 2. Ýòî ïîääåðåâî ñîñòîèò èç îäíîãî óçëà, êîòîðîå ìû
è çàïèñûâàåì. Äàëåå îáõîäèì âòîðîå ïîääåðåâî, âûõîäÿùåå èç êîðíÿ 1, ýòî ïîääå-
ðåâî èìååò êîðåíü 3. Çàïèñûâàåì óçåë 3 è âûçûâàåì ïðîöåäóðó PREORDER äëÿ
îáõîäà ïåðâîãî ïîääåðåâà, âûõîäÿùåãî èç óçëà 3. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñïèñîê óç-
ëîâ 5, 8 è 9 (èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå). Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, â êîíöå ìû ïîëó-
÷èì ïîëíûé ñïèñîê óçëîâ, ïîñåùàåìûõ ïðè ïðîõîæäåíèè â ïðÿìîì ïîðÿäêå èñ-

õîäíîãî äåðåâà: 1, 2, 3, 5, 8, 9, 6, 10, 4 è 7.
Ïîäîáíûì îáðàçîì, ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçîâàâ

ïðîöåäóðó PREORDER â ïðîöåäóðó, âûïîëíÿþùóþ
îáõîä â îáðàòíîì ïîðÿäêå (êàê óêàçàíî âûøå),
ìîæíî ïîëó÷èòü îáðàòíîå óïîðÿäî÷èâàíèå óçëîâ äå-
ðåâà èç ðèñ. 3.3 â ñëåäóþùåì âèäå: 2, 8, 9, 5, 10, 6,
3, 7, 4 è 1. Ïðèìåíÿÿ ïðîöåäóðó INORDER, ïîëó-
÷èì ñïèñîê ñèììåòðè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ óçëîâ ýòî-
ãî æå äåðåâà: 2, 1, 8, 5, 9, 3, 10, 6, 7 è 4.

Ïðè îáõîäå äåðåâüåâ ìîæíî ïðèìåíèòü ñëåäóþ-
ùèé ïîëåçíûé ïðèåì. Íàäî íàðèñîâàòü íåïðåðûâíûé
êîíòóð âîêðóã äåðåâà, íà÷èíàÿ îò êîðíÿ äåðåâà, ðè-
ñóÿ êîíòóð ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè è ïîî÷åðåäíî
îáõîäÿ âñå íàðóæíûå ÷àñòè äåðåâà. Òàêîé êîíòóð
âîêðóã äåðåâà èç ðèñ. 3.3 ïîêàçàí íà ðèñ. 3.5.Ðèñ. 3.5. Êîíòóð äåðåâà



3.4. ÄÂÎÈ×ÍÛÅ ÄÅÐÅÂÜß 83

Ïðè ïðÿìîì óïîðÿäî÷èâàíèè óçëîâ íàäî ïðîñòî çàïèñàòü èõ â ñîîòâåòñòâèè ñ íà-
ðèñîâàííûì êîíòóðîì. Ïðè îáðàòíîì óïîðÿäî÷èâàíèè ïîñëå çàïèñè âñåõ ñûíîâåé ïå-
ðåõîäèì ê èõ ðîäèòåëþ. Ïðè ñèììåòðè÷íîì (âíóòðåííåì) óïîðÿäî÷èâàíèè ïîñëå çà-
ïèñè ñàìîãî ïðàâîãî ëèñòà ìû ïåðåõîäèì íå ïî âåòâè â íàïðàâëåíèè ê êîðíþ äåðåâà,
à ê ñëåäóþùåìó �âíóòðåííåìó� óçëó, êîòîðûé åùå íå çàïèñàí. Íàïðèìåð, åñëè íà
ðèñ. 3.5 óçëû 2 è 1 óæå çàïèñàíû, òî ìû êàê áû ïåðåñêàêèâàåì �çàëèâ� ìåæäó óçëà-
ìè 2 è 3 è ïåðåõîäèì ê óçëó 8. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì óïîðÿäî÷èâàíèè ëèñòüÿ âñå-
ãäà çàïèñûâàþòñÿ â ïîðÿäêå ñëåâà íàïðàâî, ïðè ýòîì â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîãî óïîðÿ-
äî÷èâàíèÿ ìåæäó ñûíîâüÿìè ìîæåò áûòü çàïèñàí ðîäèòåëü. !

Помеченные деревья и деревья выражений
×àñòî áûâàåò ïîëåçíûì ñîïîñòàâèòü êàæäîìó óçëó äåðåâà ìåòêó (label) èëè çíà-

÷åíèå, òî÷íî òàê æå, êàê ìû â ïðåäûäóùåé ãëàâå ñîïîñòàâëÿëè ýëåìåíòàì ñïèñêîâ
îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ. Äåðåâî, ó êîòîðîãî óçëàì ñîïîñòàâëåíû ìåòêè, íàçûâàåòñÿ
ïîìå÷åííûì äåðåâîì. Ìåòêà óçëà � ýòî íå èìÿ óçëà, à çíà÷åíèå, êîòîðîå �õðàíèòñÿ�
â óçëå. Â íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèÿõ ìû äàæå áóäåì èçìåíÿòü çíà÷åíèå ìåòêè, ïî-
ñêîëüêó èìÿ óçëà ñîõðàíÿåòñÿ ïîñòîÿííûì. Ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ àíàëîãèÿ: äåðåâî�
ñïèñîê, óçåë�ïîçèöèÿ, ìåòêà�ýëåìåíò.

Ïðèìåð 3.4. Íà ðèñ. 3.6 ïîêàçàíî äåðåâî ñ ìåòêàìè, ïðåäñòàâëÿþùåå àðèôìåòè÷å-
ñêîå âûðàæåíèå (a + b) * (a + c), ãäå n1, ..., n7 � èìåíà óçëîâ (ìåòêè íà ðèñóíêå ïðî-
ñòàâëåíû ðÿäîì ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè óçëàìè). Ïðàâèëà ñîîòâåòñòâèÿ ìåòîê äåðåâüåâ
ýëåìåíòàì âûðàæåíèé ñëåäóþùèå.

1. Ìåòêà êàæäîãî ëèñòà ñîîòâåòñòâóåò îïåðàíäó è ñîäåðæèò åãî çíà÷åíèå, íàïðèìåð
óçåë n4 ïðåäñòàâëÿåò îïåðàíä à.

2. Ìåòêà êàæäîãî âíóòðåííåãî (ðîäèòåëüñêîãî) óçëà ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîðó. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî óçåë n ïîìå÷åí áèíàðíûì îïåðàòîðîì θ (íàïðèìåð, + èëè *) è ëå-
âûé ñûí ýòîãî óçëà ñîîòâåòñòâóåò âûðàæåíèþ Å1, à ïðàâûé � âûðàæåíèþ Å2.
Òîãäà óçåë n è åãî ñûíîâüÿ ïðåäñòàâëÿþò âûðàæåíèå (Å1) θ (Å2). Ìîæíî óäàëÿòü
ðîäèòåëåé, åñëè ýòî íåîáõîäèìî.

Íàïðèìåð, óçåë n2 èìååò îïåðàòîð +, à ëå-
âûé è ïðàâûé ñûíîâüÿ ïðåäñòàâëÿþò âûðà-
æåíèÿ (îïåðàíäû) a è b ñîîòâåòñòâåííî. Ïî-
ýòîìó óçåë n2 ïðåäñòàâëÿåò (a) + (b), ò.å. a + b.
Óçåë n1 ïðåäñòàâëÿåò âûðàæåíèå (a + b) * (a + c),
ïîñêîëüêó îïåðàòîð * ÿâëÿåòñÿ ìåòêîé óçëà
n1, âûðàæåíèÿ a + b è a + c ïðåäñòàâëÿþòñÿ
óçëàìè n2 è n3 ñîîòâåòñòâåííî. !

×àñòî ïðè îáõîäå äåðåâüåâ ñîñòàâëÿåòñÿ
ñïèñîê íå èìåí óçëîâ, à èõ ìåòîê. Â ñëó÷àå
äåðåâà âûðàæåíèé ïðè ïðÿìîì óïîðÿäî÷èâà-
íèè ïîëó÷àåì èçâåñòíóþ ïðåôèêñíóþ ôîðìó
âûðàæåíèé, ãäå îïåðàòîð ïðåäøåñòâóåò è ëå-
âîìó, è ïðàâîìó îïåðàíäàì. Äëÿ òî÷íîãî îïè-
ñàíèÿ ïðåôèêñíîé ôîðìû âûðàæåíèé ñíà÷àëà
ïîëîæèì, ÷òî ïðåôèêñíûì âûðàæåíèåì îäè-
íî÷íîãî îïåðàíäà à ÿâëÿåòñÿ ñàì ýòîò îïå-
ðàíä. Äàëåå, ïðåôèêñíàÿ ôîðìà äëÿ âûðàæåíèÿ (Å1) θ (Å2), ãäå θ � áèíàðíûé îïåðà-
òîð, èìååò âèä θÐ1Ð2, çäåñü Ð1 è Ð2 � ïðåôèêñíûå ôîðìû äëÿ âûðàæåíèé Å1 è Å2.
Îòìåòèì, ÷òî â ïðåôèêñíûõ ôîðìàõ íåò íåîáõîäèìîñòè îòäåëÿòü èëè âûäåëÿòü îò-
äåëüíûå ïðåôèêñíûå âûðàæåíèÿ ñêîáêàìè, òàê êàê âñåãäà ìîæíî ïðîñìîòðåòü ïðå-
ôèêñíîå âûðàæåíèå θÐ1Ð2 è îïðåäåëèòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì Ð1 êàê ñàìûé êîðîò-
êèé ïðåôèêñ âûðàæåíèÿ Ð1Ð2.

Ðèñ. 3.6. Äåðåâî âûðàæåíèÿ ñ ìåò-
êàìè
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Íàïðèìåð, ïðè ïðÿìîì óïîðÿäî÷èâàíèè óçëîâ (òî÷íåå, ìåòîê) äåðåâà, ïîêàçàííîãî
íà ðèñ. 3.6, ïîëó÷àåì ïðåôèêñíîå âûðàæåíèå *+ab+ac. Ñàìûì êîðîòêèì êîððåêòíûì
ïðåôèêñîì äëÿ âûðàæåíèÿ +ab+ac áóäåò ïðåôèêñíîå âûðàæåíèå óçëà n2: +ab.

Îáðàòíîå óïîðÿäî÷èâàíèå ìåòîê äåðåâà âûðàæåíèé äàåò òàê íàçûâàåìîå ïîñò-
ôèêñíîå (èëè ïîëüñêîå) ïðåäñòàâëåíèå âûðàæåíèé. Âûðàæåíèå θÐ1Ð2 â ïîñòôèêñíîé
ôîðìå èìååò âèä Ð1Ð2θ, ãäå Ð1 è Ð2 � ïîñòôèêñíûå ôîðìû äëÿ âûðàæåíèé Å1 è Å2
ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîñòôèêñíîé ôîðìû òàêæå íåò íåîáõîäèìîñòè â
ïðèìåíåíèè ñêîáîê, ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî ïîñòôèêñíîãî âûðàæåíèÿ Ð1Ð2 ëåãêî ïðî-
ñëåäèòü ñàìûé êîðîòêèé ñóôôèêñ Ð2, ÷òî è áóäåò êîððåêòíûì ñîñòàâëÿþùèì ïîñò-
ôèêñíûì âûðàæåíèåì. Íàïðèìåð, ïîñòôèêñíàÿ ôîðìà âûðàæåíèÿ äëÿ äåðåâà íà
ðèñ. 3.5 èìååò âèä ab+ac+*. Åñëè çàïèñàòü ýòî âûðàæåíèå êàê Ð1Ð2*, òî Ð2 (ò.å. âû-
ðàæåíèå ac+) áóäåò ñàìûì êîðîòêèì ñóôôèêñîì äëÿ ab+ac+ è, ñëåäîâàòåëüíî, êîð-
ðåêòíûì ñîñòàâëÿþùèì ïîñòôèêñíûì âûðàæåíèåì.

Ïðè ñèììåòðè÷íîì îáõîäå äåðåâà âûðàæåíèé ïîëó÷èì òàê íàçûâàåìóþ èíôèêñ-
íóþ ôîðìó âûðàæåíèÿ, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ ïðèâû÷íîé �ñòàíäàðòíîé� ôîðìîé çàïè-
ñè âûðàæåíèé, íî òàêæå íå èñïîëüçóåò ñêîáîê. Äëÿ äåðåâà íà ðèñ. 3.6 èíôèêñíîå
âûðàæåíèå çàïèøåòñÿ êàê a + b * a + c. ×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ðàçðàáîòàòü àëãî-
ðèòì îáõîäà äåðåâà âûðàæåíèé, êîòîðûé áû âûäàâàë èíôèêñíóþ ôîðìó âûðàæåíèÿ
ñî âñåìè íåîáõîäèìûìè ïàðàìè ñêîáîê.

Вычисление ‘‘наследственных’’ данных
Îáõîä äåðåâà â ïðÿìîì èëè îáðàòíîì ïîðÿäêå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äàííûå îá îò-

íîøåíèÿõ ïðåäîê�ïîòîìîê óçëîâ äåðåâà. Ïóñòü ôóíêöèÿ postorder(n) âû÷èñëÿåò ïî-
çèöèþ óçëà n â ñïèñêå óçëîâ, óïîðÿäî÷åííûõ â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Íàïðèìåð, äëÿ óç-
ëîâ n2, n4 è n5 äåðåâà, ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñ. 3.6, çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè áóäóò 3,
1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëèì òàêæå ôóíêöèþ desc(n), çíà÷åíèå êîòîðîé ðàâíî
÷èñëó èñòèííûõ ïîòîìêîâ óçëà n.

Ýòè ôóíêöèè ïîçâîëÿþò âûïîëíèòü ðÿä ïîëåçíûõ âû÷èñëåíèé. Íàïðèìåð, âñå óçëû
ïîääåðåâà ñ êîðíåì n áóäóò ïîñëåäîâàòåëüíî çàíèìàòü ïîçèöèè îò postorder(n) � desc(n)
äî postorder(n) â ñïèñêå óçëîâ, óïîðÿäî÷åííûõ â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Äëÿ òîãî ÷òîáû
óçåë x áûë ïîòîìêîì óçëà y, íàäî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

postorder(y) � desc(y) ≤ postorder(x) ≤ postorder(y).

Ïîäîáíûå ôóíêöèè ìîæíî îïðåäåëèòü è äëÿ ñïèñêîâ óçëîâ, óïîðÿäî÷åííûõ â
ïðÿìîì ïîðÿäêå.

3.2. Абстрактный тип данных TREE
Â ãëàâå 2 ñïèñêè, ñòåêè, î÷åðåäè è îòîáðàæåíèÿ ïîëó÷èëè òðàêòîâêó êàê àáñò-

ðàêòíûå òèïû äàííûõ (ÀÒÄ). Â ýòîé ãëàâå ðàññìîòðèì äåðåâüÿ êàê ÀÒÄ è êàê
ñòðóêòóðû äàííûõ. Îäíî èç íàèáîëåå âàæíûõ ïðèìåíåíèé äåðåâüåâ � ýòî èñïîëüçî-
âàíèå èõ ïðè ðàçðàáîòêå ðåàëèçàöèé ðàçëè÷íûõ ÀÒÄ. Íàïðèìåð, â ãëàâå 5 ìû ïîêà-
æåì, êàê ìîæíî èñïîëüçîâàòü �äåðåâî äâîè÷íîãî ïîèñêà� ïðè ðåàëèçàöèè ÀÒÄ, îñíî-
âàííûõ íà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ìíîæåñòâ. Â ñëåäóþùèõ äâóõ ãëàâàõ áóäóò
ïðåäñòàâëåíû ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ äåðåâüåâ ïðè ðåàëèçàöèè ðàç-
ëè÷íûõ àáñòðàêòíûõ òèïîâ äàííûõ.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðåäñòàâèì íåñêîëüêî ïîëåçíûõ îïåðàòîðîâ, âûïîëíÿåìûõ íàä
äåðåâüÿìè, è ïîêàæåì, êàê èñïîëüçîâàòü ýòè îïåðàòîðû â ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìàõ.
Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ñïèñêîâ, ìîæíî ïðåäëîæèòü áîëüøîé íàáîð îïåðàòîðîâ, âû-
ïîëíÿåìûõ íàä äåðåâüÿìè. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå îïåðàòîðû.

1. PARENT(n, T). Ýòà ôóíêöèÿ âîçâðàùàåò ðîäèòåëÿ (parent) óçëà n â äåðåâå T. Åñ-
ëè n ÿâëÿåòñÿ êîðíåì, êîòîðûé íå èìååò ðîäèòåëÿ, òî â ýòîì ñëó÷àå âîçâðàùàåò-
ñÿ Λ. Çäåñü Λ îáîçíà÷àåò �íóëåâîé óçåë� è óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ìû âûõîäèì çà
ïðåäåëû äåðåâà.
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2. LEFTMOST_CHILD(n, T). Äàííàÿ ôóíêöèÿ âîçâðàùàåò ñàìîãî ëåâîãî ñûíà óçëà n â
äåðåâå T. Åñëè n ÿâëÿåòñÿ ëèñòîì (è ïîýòîìó íå èìååò ñûíà), òî âîçâðàùàåòñÿ Λ.

3. RIGHT_SIBLING(n, T). Ýòà ôóíêöèÿ âîçâðàùàåò ïðàâîãî áðàòà óçëà n â äåðåâå T
è çíà÷åíèå Λ, åñëè òàêîâîãî íå ñóùåñòâóåò. Äëÿ ýòîãî íàõîäèòñÿ ðîäèòåëü p óçëà
n è âñå ñûíîâüÿ óçëà p, çàòåì ñðåäè ýòèõ ñûíîâåé íàõîäèòñÿ óçåë, ðàñïîëîæåí-
íûé íåïîñðåäñòâåííî ñïðàâà îò óçëà n. Íàïðèìåð, äëÿ äåðåâà íà ðèñ. 3.6
LEFTMOST_CHILD(n2) = n4, RIGHT_SIBLING(n4) = n5 è RIGHT_SIBLING(n5) = Λ.

4. LABEL(n, T). Âîçâðàùàåò ìåòêó óçëà n äåðåâà T. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîé ôóíêöèè
òðåáóåòñÿ, ÷òîáû íà óçëàõ äåðåâà áûëè îïðåäåëåíû ìåòêè.

5. CREATEi(v, T1, T2, ..., Ti) � ýòî îáøèðíîå ñåìåéñòâî �ñîçèäàþùèõ� ôóíêöèé, êîòî-
ðûå äëÿ êàæäîãî i = 0, 1, 2, ... ñîçäàþò íîâûé êîðåíü r ñ ìåòêîé v è äàëåå äëÿ ýòîãî
êîðíÿ ñîçäàåò i ñûíîâåé, êîòîðûå ñòàíîâÿòñÿ êîðíÿìè ïîääåðåâüåâ T1, T2, ..., Ti. Ýòè
ôóíêöèè âîçâðàùàþò äåðåâî ñ êîðíåì r. Îòìåòèì, ÷òî åñëè i = 0, òî âîçâðàùàåòñÿ
îäèí óçåë r, êîòîðûé îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è êîðíåì, è ëèñòîì.

6. ROOT(T) âîçâðàùàåò óçåë, ÿâëÿþùèìñÿ êîðíåì äåðåâà T. Åñëè T � ïóñòîå äåðå-
âî, òî âîçâðàùàåòñÿ Λ.

7. MAKENULL(T). Ýòîò îïåðàòîð äåëàåò äåðåâî T ïóñòûì äåðåâîì.

Ïðèìåð 3.5. Íàïèøåì ðåêóðñèâíóþ PREORDER è íåðåêóðñèâíóþ NPREORDER
ïðîöåäóðû îáõîäà äåðåâà â ïðÿìîì ïîðÿäêå è ñîñòàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñïèñêà
åãî ìåòîê. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ óçëîâ îïðåäåëåí òèï äàííûõ node (óçåë), òàê æå,
êàê è äëÿ òèïà äàííûõ TREE (Äåðåâî), ïðè÷åì ÀÒÄ TREE îïðåäåëåí äëÿ äåðåâüåâ ñ
ìåòêàìè, êîòîðûå èìåþò òèï äàííûõ labeltype (òèï ìåòêè). Â ëèñòèíãå 3.2 ïðèâåäåíà
ðåêóðñèâíàÿ ïðîöåäóðà, êîòîðàÿ ïî çàäàííîìó óçëó n ñîçäàåò ñïèñîê â ïðÿìîì ïî-
ðÿäêå ìåòîê ïîääåðåâà, êîðíåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ óçåë n. Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ñïèñêà
âñåõ óçëîâ äåðåâà T íàäî âûïîëíèòü âûçîâ PREORDER(ROOT(T)).

Листинг 3.2. Рекурсивная процедура обхода дерева в прямом порядке

procedure PREORDER ( n: node );

var

c: node;

begin

print(LABEL(n, T));

c:= LEFTMOST_CHILD(n, T);

while c <> Λ do begin
PREORDER(c);

c:= RIGHT_SIBLING(c, T)

end

end; { PREORDER }

Òåïåðü íàïèøåì íåðåêóðñèâíóþ ïðîöåäóðó äëÿ ïå÷àòè óçëîâ äåðåâà â ïðÿìîì ïî-
ðÿäêå. ×òîáû ñîâåðøèòü îáõîä äåðåâà, èñïîëüçóåì ñòåê S, ÷åé òèï äàííûõ STACK
óæå îáúÿâëåí êàê �ñòåê äëÿ óçëîâ�. Îñíîâíàÿ èäåÿ ðàçðàáàòûâàåìîãî àëãîðèòìà çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî, êîãäà ìû äîøëè äî óçëà n, ñòåê õðàíèò ïóòü îò êîðíÿ äî ýòîãî
óçëà, ïðè÷åì êîðåíü íàõîäèòñÿ íà �äíå� ñòåêà, à óçåë n � â âåðøèíå ñòåêà.1

                                               
1 Ìîæíî âåðíóòüñÿ ê ðàçäåëó 2.6, ãäå îáñóæäàëàñü ðåàëèçàöèÿ ðåêóðñèâíûõ ïðîöåäóð ñ ïî-

ìîùüþ ñòåêà àêòèâàöèîííûõ çàïèñåé. Ïðè ðàññìîòðåíèè ëèñòèíãà 3.2 íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî
àêòèâàöèîííóþ çàïèñü ìîæíî çàíîñèòü â ñòåê ïðè êàæäîì âûçîâå ïðîöåäóðû PREORDER(n) è,
ýòî ãëàâíîå, ñòåê áóäåò ñîäåðæàòü àêòèâàöèîííûå çàïèñè äëÿ âñåõ ïðåäêîâ óçëà n.
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Îäèí èç ïîäõîäîâ ê ðåàëèçàöèè îáõîäà äåðåâà â ïðÿìîì ïîðÿäêå ïîêàçàí íà ïðè-
ìåðå ïðîãðàììû NPREORDER â ëèñòèíãå 3.3. Ýòà ïðîãðàììà âûïîëíÿåò äâà âèäà
îïåðàöèé, ò.å. ìîæåò íàõîäèòüñÿ êàê áû â îäíîì èç äâóõ ðåæèìîâ. Îïåðàöèè ïåðâîãî
âèäà (ïåðâûé ðåæèì) îñóùåñòâëÿþò îáõîä ïî íàïðàâëåíèþ ê ïîòîìêàì ñàìîãî ëåâîãî
åùå íå ïðîâåðåííîãî ïóòè äåðåâà äî òåõ ïîð, ïîêà íå âñòðåòèòñÿ ëèñò, ïðè ýòîì âû-
ïîëíÿåòñÿ ïå÷àòü óçëîâ ýòîãî ïóòè è çàíåñåíèå èõ â ñòåê.

Âî âòîðîì ðåæèìå âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû îñóùåñòâëÿåòñÿ âîçâðàò ïî ïðîéäåííî-
ìó ïóòè ñ ïîî÷åðåäíûì èçâëå÷åíèåì óçëîâ èç ñòåêà äî òåõ ïîð, ïîêà íå âñòðåòèòñÿ
óçåë, èìåþùèé åùå �íå îïèñàííîãî� ïðàâîãî áðàòà. Òîãäà ïðîãðàììà îïÿòü ïåðåõîäèò
â ïåðâûé ðåæèì è èññëåäóåò íîâûé ïóòü, íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ïðàâîãî áðàòà.

Ïðîãðàììà íà÷èíàåòñÿ â ïåðâîì ðåæèìå ñ íàõîæäåíèÿ êîðíÿ äåðåâà è îïðåäåëåíèÿ,
ÿâëÿåòñÿ ëè ñòåê ïóñòûì. Â ëèñòèíãå 3.3 ïîêàçàí ïîëíûé êîä ýòîé ïðîãðàììû. !

Листинг 3.3. Нерекурсивная процедура обхода дерева в прямом порядке

procedure NPREORDER ( T: TREE );

var

m: node; { переменная для временного хранения узлов }
S: STACK; { стек узлов, хранящий путь от корня до

родителя TOP(S) текущего узла m }
begin { инициализация }

MAKENULL(S);

m:= ROOT(T);

while true do

if m <> Λ then begin
print(LABEL(m, T));

PUSH(m, S);

{ исследование самого левого сына узла m }
m:= LEFTMOST_CHILD(m, T)

end

else begin

{ завершена проверка пути, содержащегося в стеке }
if EMPTY(S) then

return;

{ исследование правого брата узла,
находящегося в вершине стека }

m:= RIGHT_SIBLING(TOP(S), T);

POP(S)

end

end; { NPREORDER }

3.3. Реализация деревьев
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðåäñòàâèì íåñêîëüêî îñíîâíûõ ðåàëèçàöèé äåðåâüåâ è îáñó-

äèì èõ âîçìîæíîñòè äëÿ ïîääåðæêè îïåðàòîðîâ, ââåäåííûõ â ðàçäåëå 3.2.
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Представление деревьев с помощью массивов
Ïóñòü Ò � äåðåâî ñ óçëàìè 1, 2, ..., n. Âîçìîæíî, ñàìûì ïðîñòûì ïðåäñòàâëåíèåì

äåðåâà Ò, ïîääåðæèâàþùèì îïåðàòîð PARENT (Ðîäèòåëü), áóäåò ëèíåéíûé ìàññèâ À,
ãäå êàæäûé ýëåìåíò A[i] ÿâëÿåòñÿ óêàçàòåëåì èëè êóðñîðîì íà ðîäèòåëÿ óçëà i. Êîðåíü
äåðåâà Ò îòëè÷àåòñÿ îò äðóãèõ óçëîâ òåì, ÷òî èìååò íóëåâîé óêàçàòåëü èëè óêàçàòåëü
íà ñàìîãî ñåáÿ êàê íà ðîäèòåëÿ. Â ÿçûêå Pascal óêàçàòåëè íà ýëåìåíòû ìàññèâà íåäî-
ïóñòèìû, ïîýòîìó ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñõåìó ñ êóðñîðàìè, òîãäà A[i] = j, åñëè óçåë j
ÿâëÿåòñÿ ðîäèòåëåì óçëà i, è A[i] = 0, åñëè óçåë i ÿâëÿåòñÿ êîðíåì.

Ðèñ. 3.7. Äåðåâî è êóðñîðû íà ðîäèòåëåé

Äàííîå ïðåäñòàâëåíèå èñïîëüçóåò òî ñâîéñòâî äåðåâüåâ, ÷òî êàæäûé óçåë, îòëè÷íûé
îò êîðíÿ, èìååò òîëüêî îäíîãî ðîäèòåëÿ. Èñïîëüçóÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå, ðîäèòåëÿ ëþáî-
ãî óçëà ìîæíî íàéòè çà ôèêñèðîâàííîå âðåìÿ. Ïðîõîæäåíèå ïî ëþáîìó ïóòè, ò.å. ïå-
ðåõîä ïî óçëàì îò ðîäèòåëÿ ê ðîäèòåëþ, ìîæíî âûïîëíèòü çà âðåìÿ, ïðîïîðöèîíàëüíîå
êîëè÷åñòâó óçëîâ ïóòè. Äëÿ ðåàëèçàöèè îïåðàòîðà LABEL ìîæíî èñïîëüçîâàòü äðóãîé
ìàññèâ L, â êîòîðîì ýëåìåíò L[i] áóäåò õðàíèòü ìåòêó óçëà i, ëèáî îáúÿâèòü ýëåìåíòû
ìàññèâà À çàïèñÿìè, ñîñòîÿùèìè èç öåëûõ ÷èñåë (êóðñîðîâ) è ìåòîê.

Ïðèìåð 3.6. Íà ðèñ. 3.7 ïîêàçàíû äåðåâî è ìàññèâ À êóðñîðîâ íà ðîäèòåëåé ýòî-
ãî äåðåâà. !

Èñïîëüçîâàíèå óêàçàòåëåé èëè êóðñîðîâ íà ðîäèòåëåé íå ïîìîãàåò â ðåàëèçà-
öèè îïåðàòîðîâ, òðåáóþùèõ èíôîðìàöèþ î ñûíîâüÿõ. Èñïîëüçóÿ îïèñàííîå ïðåä-
ñòàâëåíèå, êðàéíå òÿæåëî äëÿ äàííîãî óçëà n íàéòè åãî ñûíîâåé èëè îïðåäåëèòü
åãî âûñîòó. Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü ïîðÿäîê ñûíîâåé
óçëà (ò.å. êàêîé ñûí íàõîäèòñÿ ïðàâåå èëè ëåâåå äðóãîãî ñûíà). Ïîýòîìó íåëüçÿ
ðåàëèçîâàòü îïåðàòîðû, ïîäîáíûå LEFTMOST_CHILD è RIGHT_SIBLING. Ìîæíî
ââåñòè èñêóññòâåííûé ïîðÿäîê íóìåðàöèè óçëîâ, íàïðèìåð íóìåðàöèþ ñûíîâåé â
âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå ñëåâà íàïðàâî. Èñïîëüçóÿ òàêóþ íóìåðàöèþ, ìîæíî ðåà-
ëèçîâàòü îïåðàòîð RIGHT_SIBLING, êîä äëÿ ýòîãî îïåðàòîðà ïðèâåäåí â ëèñ-
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òèíãå 3.4. Äëÿ çàäàíèÿ òèïîâ äàííûõ node (óçåë) è TREE (Äåðåâî) èñïîëüçóåòñÿ
ñëåäóþùåå îáúÿâëåíèå:

type
node = integer;
TREE = array [1..maxnodes] of node;

Â ýòîé ðåàëèçàöèè ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íóëåâîé óçåë Λ ïðåäñòàâëåí 0.

Листинг 3.4. Оператор определения правого брата

procedure RIGHT_SIBLING ( n: node; T: TREE ) : node;

var

i, parent: node;

begin

parent:= T[n];

for i:= n + 1 to maxnodes do

if T[i] = parent then

return(i);

return(0) { правый брат не найден }
end; { RIGHT_SIBLING }

Представление деревьев с использованием списков сыновей
Âàæíûé è ïîëåçíûé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ äåðåâüåâ ñîñòîèò â ôîðìèðîâàíèè äëÿ

êàæäîãî óçëà ñïèñêà åãî ñûíîâåé. Ýòè ñïèñêè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ëþáûì ìåòîäîì,
îïèñàííûì â ãëàâå 2, íî, òàê êàê ÷èñëî ñûíîâåé ó ðàçíûõ óçëîâ ìîæåò áûòü ðàçíîå,
÷àùå âñåãî äëÿ ýòèõ öåëåé ïðèìåíÿþòñÿ ñâÿçàííûå ñïèñêè.

Íà ðèñ. 3.8 ïîêàçàíî, êàê òàêèì ñïîñîáîì ïðåäñòàâèòü äåðåâî, èçîáðàæåííîå íà
ðèñ. 3.7, à. Çäåñü åñòü ìàññèâ ÿ÷ååê çàãîëîâêîâ, èíäåêñèðîâàííûé íîìåðàìè (îíè æå
èìåíà) óçëîâ. Êàæäûé çàãîëîâîê (header) óêàçûâàåò íà ñâÿçàííûé ñïèñîê, ñîñòîÿùèé
èç �ýëåìåíòîâ�-óçëîâ. Ýëåìåíòû ñïèñêà header[i] ÿâëÿþòñÿ ñûíîâüÿìè óçëà i, íàïðè-
ìåð óçëû 9 è 10 � ñûíîâüÿ óçëà 3.

Ðèñ. 3.8. Ïðåäñòàâëåíèå äåðåâà ñ ïîìîùüþ ñâÿçàííûõ ñïèñêîâ
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Ïðåæäå ÷åì ðàçðàáàòûâàòü íåîáõîäèìóþ ñòðóêòóðó äàííûõ, íàì íàäî â òåðìèíàõ
àáñòðàêòíîãî òèïà äàííûõ LIST (ñïèñîê óçëîâ) ñäåëàòü îòäåëüíóþ ðåàëèçàöèþ ñïè-
ñêîâ ñûíîâåé è ïîñìîòðåòü, êàê ýòè àáñòðàêöèè ñîãëàñóþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Ïîçäíåå
ìû óâèäèì, êàêèå óïðîùåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü â ýòèõ ðåàëèçàöèÿõ. Íà÷íåì ñî ñëå-
äóþùèõ îáúÿâëåíèé òèïîâ:

type
node = integer;
LIST = { соответствующее определение для списка узлов };
position = {соответствующее определение позиций в списках};
TREE = record

header: array[1..maxnodes] of LIST;
labels: array[1..maxnodes] of labeltype;
root: node

end;

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êîðåíü êàæäîãî äåðåâà õðàíèòñÿ îòäåëüíî â ïîëå root
(êîðåíü). Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ íóëåâîãî óçëà èñïîëüçóåòñÿ 0.

Â ëèñòèíãå 3.5 ïðåäñòàâëåí êîä ôóíêöèè LEFTMOST_CHILD. ×èòàòåëü â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ ìîæåò íàïèñàòü êîäû äðóãèõ îïåðàòîðîâ.

Листинг 3.5. Функция нахождения самого левого сына

function LEFTMOST_CHILD ( n: node; T: TREE ): node;

{ возвращает самого левого сына узла n дерева T }
var

L: LIST; { скоропись для списка сыновей узла n }
begin

L:= T.header[n];

if EMPTY(L) then  { n  является листом }
return(0)

else

return(RETRIEVE(FIRST(L), L))

end; { LEFTMOST_CHILD }

Òåïåðü ïðåäñòàâèì êîíêðåòíóþ ðåàëèçàöèþ ñïèñêîâ, ãäå òèïû LIST è position
èìåþò òèï öåëûõ ÷èñåë, ïîñëåäíèå èñïîëüçóþòñÿ êàê êóðñîðû â ìàññèâå çàïèñåé
cellspace (îáëàñòü ÿ÷ååê):

var
cellspace: array[1..maxnodes] of record

node: integer;
next: integer

end;

Äëÿ óïðîùåíèÿ ðåàëèçàöèè ìîæíî ïîëîæèòü, ÷òî ñïèñêè ñûíîâåé íå èìåþò ÿ÷å-
åê çàãîëîâêîâ. Òî÷íåå, ìû ïîìåñòèì T.header[n] íåïîñðåäñòâåííî â ïåðâóþ ÿ÷åéêó
ñïèñêà, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.8. Â ëèñòèíãå 3.6 ïðåäñòàâëåí ïåðåïèñàííûé (ñ ó÷å-
òîì ýòîãî óïðîùåíèÿ) êîä ôóíêöèè LEFTMOST_CHILD, à òàêæå ïîêàçàí êîä ôóíê-
öèè PARENT, èñïîëüçóþùèé äàííîå ïðåäñòàâëåíèå ñïèñêîâ. Ýòà ôóíêöèÿ áîëåå
òðóäíà äëÿ ðåàëèçàöèè, òàê êàê îïðåäåëåíèå ñïèñêà, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ çàäàííûé
óçåë, òðåáóåò ïðîñìîòðà âñåõ ñïèñêîâ ñûíîâåé.
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Листинг 3.6. Функции, использующие представление деревьев посредством
связанных списков

function LEFTMOST_CHILD ( n: node; T: TREE ): node;

{ возвращает самого левого сына узла n дерева T }
var

L: integer; { курсор на начало списка сыновей узла n }
begin

L:= T.header[n];

if L = 0 then  { n  является листом }
return(0)

else

return(cellspace[L].node)

end; { LEFTMOST_CHILD }

function PARENT ( n: node; T: TREE ): node;

{ возвращает родителя узла n дерева T }
var

p: node; { пробегает возможных родителей узла n }
i: position; { пробегает список сыновей p }

begin

for p:= 1 to maxnodes do begin

i:= T.header[p];

while i <> 0 do { проверка на наличие сыновей узла p }
if cellspace[i].node = n then

return(p)

else

i:= cellspace[i].next

end;

return(0) { родитель не найден }
end; { PARENT }

Представление левых сыновей и правых братьев
Ñðåäè ïðî÷èõ íåäîñòàòêîâ îïèñàííàÿ âûøå ñòðóêòóðà äàííûõ íå ïîçâîëÿåò òàêæå

ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ CREATEi ñîçäàâàòü áîëüøèå äåðåâüÿ èç ìàëûõ. Ýòî ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî âñå äåðåâüÿ ñîâìåñòíî èñïîëüçóþò ìàññèâ cellspace äëÿ ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ñâÿçàííûõ ñïèñêîâ ñûíîâåé; ïî ñóòè, êàæäîå äåðåâî èìååò ñîáñòâåííûé
ìàññèâ çàãîëîâêîâ äëÿ ñâîèõ óçëîâ. À ïðè ðåàëèçàöèè, íàïðèìåð, îïåðàòîðà
CREATE2(v, T1, T2) íàäî ñêîïèðîâàòü äåðåâüÿ T1 è T2 â òðåòüå äåðåâî è äîáàâèòü íî-
âûé óçåë ñ ìåòêîé v è äâóõ åãî ñûíîâåé � êîðíè äåðåâüåâ T1 è T2.

Åñëè ìû õîòèì ïîñòðîèòü áîëüøîå äåðåâî íà îñíîâå íåñêîëüêèõ ìàëûõ, òî æåëà-
òåëüíî, ÷òîáû âñå óçëû âñåõ äåðåâüåâ ðàñïîëàãàëèñü â îäíîé îáùåé îáëàñòè. Ëîãè÷å-
ñêèì ïðîäîëæåíèåì ïðåäñòàâëåíèÿ äåðåâà, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 3.8, áóäåò çàìåíà
ìàññèâà çàãîëîâêîâ íà îòäåëüíûé ìàññèâ nodespace (îáëàñòü óçëîâ), ñîäåðæàùèé çà-
ïèñè ñ ïðîèçâîëüíûì ìåñòîïîëîæåíèåì â ýòîì ìàññèâå. Ñîäåðæèìîå ïîëÿ header
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ýòèõ çàïèñåé ñîîòâåòñòâóåò �íîìåðó� óçëà, ò.å. íîìåðó çàïèñè â ìàññèâå cellspace,
â ñâîþ î÷åðåäü ïîëå node ìàññèâà cellspace òåïåðü ÿâëÿåòñÿ êóðñîðîì äëÿ ìàññèâà
nodespace, óêàçûâàþùèì ïîçèöèþ óçëà. Òèï TREE â ýòîé ñèòóàöèè ïðîñòî êóðñîð
â ìàññèâå nodespace, óêàçûâàþùèé ïîçèöèþ êîðíÿ.

Ïðèìåð 3.7. Íà ðèñ. 3.9, à ïîêàçàíî äåðåâî, à íà ðèñ. 3.9, á � ñòðóêòóðà äàííûõ,
ãäå óçëû ýòîãî äåðåâà, ïîìå÷åííûå êàê A, B, C è D, ðàçìåùåíû â ïðîèçâîëüíûõ ïî-
çèöèÿõ ìàññèâà nodespace. Â ìàññèâå cellspace òàêæå â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå ðàç-
ìåùåíû ñïèñêè ñûíîâåé. !

Ðèñ. 3.9. Ñòðóêòóðà äàííûõ äëÿ äåðåâà, èñïîëüçóþùàÿ ñâÿçàííûå ñïèñêè

Ñòðóêòóðà äàííûõ, ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 3.9, á, óæå ïîäõîäèò äëÿ òîãî, ÷òîáû îðãà-
íèçîâàòü ñëèÿíèå äåðåâüåâ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ CREATEi. Íî è ýòó ñòðóêòóðó
ìîæíî çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî öåïî÷êà óêàçàòåëåé ïîëÿ next
ìàññèâà cellspace ïåðå÷èñëÿåò âñåõ ïðàâûõ áðàòüåâ.

Èñïîëüçóÿ ýòè óêàçàòåëè, ìîæíî íàéòè ñàìîãî ëåâîãî ñûíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî cellspace[i].node = n. (Ïîâòîðèì, ÷òî �èìÿ� óçëà, â îòëè÷èå îò åãî
ìåòêè, ÿâëÿåòñÿ èíäåêñîì â ìàññèâå nodespace è ýòîò èíäåêñ çàïèñàí â ïîëå cell-
space[i].node.) Òîãäà óêàçàòåëü nodespace[n].header óêàçûâàåò íà ÿ÷åéêó ñàìîãî ëåâîãî
ñûíà óçëà n â ìàññèâå cellspace, ïîñêîëüêó ïîëå node ýòîé ÿ÷åéêè ÿâëÿåòñÿ èìåíåì
ýòîãî óçëà â ìàññèâå nodespace.

Ìîæíî óïðîñòèòü ñòðóêòóðó, åñëè èäåíòèôèöèðîâàòü óçåë íå ñ ïîìîùüþ èíäåêñà
â ìàññèâå nodespace, à ñ ïîìîùüþ èíäåêñà ÿ÷åéêè â ìàññèâå cellspace, êîòîðûé ñîîò-
âåòñòâóåò äàííîìó óçëó êàê ñûíó. Òîãäà óêàçàòåëü next (ïåðåèìåíóåì ýòî ïîëå â
right_sibling � ïðàâûé áðàò) ìàññèâà cellspace áóäåò òî÷íî óêàçûâàòü íà ïðàâîãî áðà-
òà, à èíôîðìàöèþ, ñîäåðæàùóþñÿ â ìàññèâå nodespace, ìîæíî ïåðåíåñòè â íîâîå ïî-
ëå leftmost_child (ñàìûé ëåâûé ñûí) ìàññèâà cellspace. Çäåñü òèï TREE ÿâëÿåòñÿ öå-
ëî÷èñëåííûì òèïîì è èñïîëüçóåòñÿ êàê êóðñîð â ìàññèâå cellspace, óêàçûâàþùèé íà
êîðåíü äåðåâà. Ìàññèâ cellspace ìîæíî îïèñàòü êàê ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

var
cellspace: array[1..maxnodes] of record

label: labeltype;
leftmost_child: integer;
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right_sibling: integer
end;

Ïðèìåð 3.8. Íîâîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ äåðåâà, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 3.9, à, ñõåìàòè-
÷åñêè èçîáðàæåíî íà ðèñ. 3.10. Óçëû äåðåâà ðàñïîëîæåíû â òåõ æå ÿ÷åéêàõ ìàññèâà,
÷òî è íà ðèñ. 3.9, á. !

Ðèñ. 3.10. Ïðåäñòàâëåíèå äåðåâà ïîñðåäñòâîì ëåâûõ ñû-
íîâåé è ïðàâûõ áðàòüåâ

Èñïîëüçóÿ îïèñàííîå ïðåäñòàâëåíèå, âñå îïåðàòîðû, çà èñêëþ÷åíèåì PARENT,
ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïóòåì ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé. Îïåðàòîð PARENT òðåáóåò ïðîñìîòðà
âñåãî ìàññèâà cellspace. Åñëè íåîáõîäèìî ýôôåêòèâíîå âûïîëíåíèå îïåðàòîðà
PARENT, òî ìîæíî äîáàâèòü ÷åòâåðòîå ïîëå â ìàññèâ cellspace äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî
óêàçàíèÿ íà ðîäèòåëåé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà îïåðàòîðîâ, èñïîëüçóþùèõ ñòðóêòóðû äàííûõ ðèñ. 3.10, íà-
ïèøåì êîä ôóíêöèè CREATE2, ïîêàçàííûé â ëèñòèíãå 3.7. Çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî íåèñïîëüçóåìûå ÿ÷åéêè ìàññèâà cellspace ñâÿçàíû â îäèí ñâîáîäíûé ñïèñîê, êî-
òîðûé â ëèñòèíãå íàçâàí êàê avail, è ÿ÷åéêè ýòîãî ñïèñêà ñâÿçàíû ïîñðåäñòâîì ïîëÿ
right_sibling. Íà ðèñ. 3.11 ïîêàçàíû ñòàðûå (ñïëîøíûå ëèíèè) è íîâûå (ïóíêòèðíûå
ëèíèè) óêàçàòåëè â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ íîâîãî äåðåâà.

Листинг 3.7. Функция CREATE2

function CREATE2 ( v: labeltype; T1, T2: integer ): integer;

{ возвращает новое дерево с корнем v и поддеревьями T1 и T2 }
var

temp: integer; { хранит индекс первой свободной ячейки
для корня нового дерева }

begin

temp:= avail;

avail:= cellspace[avail].right_sibling;

cellspace[temp].leftmost_child:= T1;

cellspace[temp].label:= v;
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cellspace[temp].right_sibling:= 0;

cellspace[T1].right_sibling:= T2;

cellspace[T2].right_sibling:= 0;{необязательный оператор}
return(temp)

end; { CREATE2 }

Ðèñ. 3.11. Èçìåíåíèå óêàçàòåëåé ïðè âûïîëíåíèè ôóíêöèè
CREATE2

Ìîæíî óìåíüøèòü îáëàñòü ïàìÿòè, çàíèìàåìóþ óçëàìè äåðåâà (íî ïðè ýòîì óâå-
ëè÷èòñÿ âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàòîðîâ), åñëè â ïîëå right_sibling ñàìîãî ïðàâîãî ñû-
íà âìåñòî íóëåâîãî óêàçàòåëÿ ïîìåñòèòü óêàçàòåëü íà ðîäèòåëÿ. Íî â ýòîì ñëó÷àå,
÷òîáû èçáåæàòü äâóñìûñëåííîñòè, íåîáõîäèìî â êàæäóþ ÿ÷åéêó ïîìåñòèòü åùå äâî-
è÷íóþ (ëîãè÷åñêóþ) ïåðåìåííóþ, êîòîðàÿ áóäåò ïîêàçûâàòü, ÷òî ñîäåðæèòñÿ â ïîëå
right_sibling: óêàçàòåëü íà ïðàâîãî áðàòà èëè óêàçàòåëü íà ðîäèòåëÿ.

Ïðè òàêîé ðåàëèçàöèè ìîæíî íàéòè äëÿ çàäàííîãî óçëà åãî ðîäèòåëÿ, ñëåäóÿ çà
óêàçàòåëÿìè ïîëÿ right_sibling, ïîêà íå âñòðåòèòñÿ óêàçàòåëü íà ðîäèòåëÿ. Â ýòîì
ñëó÷àå âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïîèñêà ðîäèòåëÿ, ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷åñòâó ñûíî-
âåé ó ðîäèòåëÿ.

3.4. Двоичные деревья
Äåðåâüÿ, êîòîðûå ìû îïðåäåëèëè â ðàçäåëå 3.1, íàçûâàþòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè îðè-

åíòèðîâàííûìè äåðåâüÿìè, ïîñêîëüêó ñûíîâüÿ ëþáîãî óçëà óïîðÿäî÷åíû ñëåâà íà-
ïðàâî, à ïóòè ïî äåðåâó îðèåíòèðîâàíû îò íà÷àëüíîãî óçëà ïóòè ê åãî ïîòîìêàì.
Äâîè÷íîå (èëè áèíàðíîå) äåðåâî � ñîâåðøåííî äðóãîé âèä. Äâîè÷íîå äåðåâî ìîæåò
áûòü èëè ïóñòûì äåðåâîì, èëè äåðåâîì, ó êîòîðîãî ëþáîé óçåë èëè íå èìååò ñûíî-
âåé, èëè èìååò ëèáî ëåâîãî ñûíà, ëèáî ïðàâîãî ñûíà, ëèáî îáîèõ. Òîò ôàêò, ÷òî êàæ-
äûé ñûí ëþáîãî óçëà îïðåäåëåí êàê ëåâûé èëè êàê ïðàâûé ñûí, ñóùåñòâåííî îòëè-
÷àåò äâîè÷íîå äåðåâî îò óïîðÿäî÷åííîãî îðèåíòèðîâàííîãî äåðåâà.

Ïðèìåð 3.9. Åñëè ìû ïðèìåì ñîãëàøåíèå, ÷òî íà ñõåìàõ äâîè÷íûõ äåðåâüåâ ëå-
âûé ñûí âñåãäà ñîåäèíÿåòñÿ ñ ðîäèòåëåì ëèíèåé, íàïðàâëåííîé âëåâî è âíèç îò ðî-
äèòåëÿ, à ïðàâûé ñûí � ëèíèåé, íàïðàâëåííîé âïðàâî è âíèç, òîãäà íà ðèñ. 3.12,à, á
ïðåäñòàâëåíû äâà ðàçëè÷íûõ äåðåâà, õîòÿ îíè îáà ïîõîæè íà îáû÷íîå
(óïîðÿäî÷åííîå îðèåíòèðîâàííîå) äåðåâî, ïîêàçàííîå íà ðèñ. 3.13. Ïóñòü âàñ íå ñìó-
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ùàåò òîò ôàêò, ÷òî äåðåâüÿ íà ðèñ. 3.12,à, á ðàçëè÷íû è íå ýêâèâàëåíòíû äåðåâó íà
ðèñ. 3.13. Äåëî â òîì, ÷òî äâîè÷íûå äåðåâüÿ íåëüçÿ íåïîñðåäñòâåííî ñîïîñòàâèòü
îáû÷íîìó äåðåâó. Íàïðèìåð, íà ðèñ. 3.12,à óçåë 2 ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ñûíîì óçëà 1 è
óçåë 1 íå èìååò ïðàâîãî ñûíà, òîãäà êàê íà ðèñ. 3.12,á óçåë 1 íå èìååò ëåâîãî ñûíà, à
èìååò ïðàâîãî (óçåë 2). Â òîæå âðåìÿ â îáîèõ äâîè÷íûõ äåðåâüÿõ óçåë 3 ÿâëÿåòñÿ ëå-
âûì ñûíîì óçëà 2, à óçåë 4 � ïðàâûì ñûíîì òîãî æå óçëà 2. !

Îáõîä äâîè÷íûõ äåðåâüåâ â ïðÿìîì è îáðàòíîì ïîðÿäêå â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò
òàêèì æå îáõîäàì îáû÷íûõ äåðåâüåâ. Ïðè ñèììåòðè÷íîì îáõîäå äâîè÷íîãî äåðåâà ñ
êîðíåì n ëåâûì ïîääåðåâîì T1 è ïðàâûì ïîääåðåâîì T2 ñíà÷àëà ïðîõîäèòñÿ ïîääåðå-
âî T1, çàòåì êîðåíü n è äàëåå ïîääåðåâî T2. Íàïðèìåð, ñèììåòðè÷íûé îáõîä äåðåâà
íà ðèñ. 3.12,à äàñò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óçëîâ 3, 5, 2, 4, 1.

Ðèñ. 3.12. Äâà äâîè÷íûõ äåðåâà Ðèñ. 3.13. �Îáû÷íîå� äåðåâî

Представление двоичных деревьев
Åñëè èìåíàìè óçëîâ äâîè÷íîãî äåðåâà ÿâëÿþòñÿ èõ íîìåðà 1, 2, ..., n, òî ïîäõî-

äÿùåé ñòðóêòóðîé äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîãî äåðåâà ìîæåò ñëóæèòü ìàññèâ cellspace
çàïèñåé ñ ïîëÿìè leftchild (ëåâûé ñûí) è rightchild (ïðàâûé ñûí), îáúÿâëåííûé ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

var
cellspace: array[1..maxnodes] of record

leftchild: integer;
rightchild: integer

end;

Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè cellspace[i].leftchild ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ñûíîì óçëà i, à
cellspace[i].rightchild � ïðàâûì ñûíîì. Çíà÷åíèå 0 â îáîèõ ïîëÿõ óêàçûâàåò íà òî,
÷òî óçåë i íå èìååò ñûíîâåé.

Ïðèìåð 3.10. Äâîè÷íîå äåðåâî íà ðèñ. 3.12,à ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå òàáë. 3.1. !

Таблица 3.1. Представление двоичного дерева

Çíà÷åíèå ïîëÿ leftchild Çíà÷åíèå ïîëÿ rightchild

1 2 0
2 3 4
3 0 5
4 0 0
5 0 0
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Пример: коды Хаффмана
Ïðèâåäåì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ äâîè÷íûõ äåðåâüåâ â êà÷åñòâå ñòðóêòóð äàííûõ.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì çàäà÷ó êîíñòðóèðîâàíèÿ êîäîâ Õàôôìàíà. Ïðåäïîëîæèì,
ìû èìååì ñîîáùåíèÿ, ñîñòîÿùèå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ. Â êàæäîì ñîîá-
ùåíèè ñèìâîëû íåçàâèñèìû è ïîÿâëÿþòñÿ ñ èçâåñòíîé âåðîÿòíîñòüþ, íå çàâèñÿ-
ùåé îò ïîçèöèè â ñîîáùåíèè. Íàïðèìåð, ìû èìååì ñîîáùåíèÿ, ñîñòîÿùèå èç ïÿòè
ñèìâîëîâ a, b, c, d, e, êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ â ñîîáùåíèÿõ ñ âåðîÿòíîñòÿìè 0.12,
0.4, 0.15, 0.08 è 0.25 ñîîòâåòñòâåííî.

Ìû õîòèì çàêîäèðîâàòü êàæäûé ñèìâîë ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èç íóëåé è åäè-
íèö òàê, ÷òîáû êîä ëþáîãî ñèìâîëà ÿâëÿëñÿ ïðåôèêñîì êîäà ñîîáùåíèÿ, ñîñòîÿùå-
ãî èç ïîñëåäóþùèõ ñèìâîëîâ. Ýòî ïðåôèêñíîå ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò äåêîäèðîâàòü
ñòðîêó èç íóëåé è åäèíèö ïîñëåäîâàòåëüíûì óäàëåíèåì ïðåôèêñîâ (ò.å. êîäîâ ñèì-
âîëîâ) èç ýòîé ñòðîêè.

Ïðèìåð 3.11. Â òàáë. 3.2 ïîêàçàíû äâå âîçìîæíûå êîäèðîâêè äëÿ íàøèõ ïÿòè
ñèìâîëîâ. ßñíî, ÷òî ïåðâûé êîä îáëàäàåò ïðåôèêñíûì ñâîéñòâîì, ïîñêîëüêó ëþáàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç òðåõ áèòîâ áóäåò ïðåôèêñîì äëÿ äðóãîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç
òðåõ áèòîâ; äðóãèìè ñëîâàìè, ëþáàÿ ïðåôèêñíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîçíà÷íî
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñèìâîëîì. Àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ äëÿ ýòîãî êîäà î÷åíü ïðîñò:
íàäî ïîî÷åðåäíî áðàòü ïî òðè áèòà è ïðåîáðàçîâàòü êàæäóþ ãðóïïó áèòîâ â ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñèìâîëû. Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 001010011 ñîîòâåòñòâóåò èñõîä-
íîìó ñîîáùåíèþ bcd.

Таблица 3.2. Два двоичных кода

Ñèìâîë Âåðîÿòíîñòü Êîä 1 Êîä 2

a 0.12 000 000

b 0.40 001 11

c 0.15 010 01

d 0.08 011 001

e 0.25 100 10

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âòîðîé êîä òàêæå îáëàäàåò ïðåôèêñíûì ñâîéñòâîì. Ïðîöåññ
äåêîäèðîâàíèÿ çäåñü íå îòëè÷àåòñÿ îò àíàëîãè÷íîãî ïðîöåññà äëÿ ïåðâîãî êîäà. Åäèí-
ñòâåííàÿ ñëîæíîñòü äëÿ âòîðîãî êîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íåëüçÿ ñðàçó âñþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü áèòîâ ðàçáèòü íà îòäåëüíûå ñåãìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèìâîëàì, òàê êàê
ñèìâîëû ìîãóò êîäèðîâàòüñÿ è äâóìÿ è òðåìÿ áèòàìè. Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì äâîè÷-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1101001, êîòîðàÿ îïÿòü ïðåäñòàâëÿåò ñèìâîëû bcd. Ïåðâûå äâà
áèòà 11 îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ñèìâîëó b, ïîýòîìó èõ ìîæíî óäàëèòü, òîãäà ïîëó-
÷èòñÿ 01001. Çäåñü 01 òàêæå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ñèìâîë c è ò.ä. !

Çàäà÷à êîíñòðóèðîâàíèÿ êîäîâ Õàôôìàíà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: èìåÿ ìíî-
æåñòâî ñèìâîëîâ è çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé èõ ïîÿâëåíèÿ â ñîîáùåíèÿõ, ïîñòðîèòü
òàêîé êîä ñ ïðåôèêñíûì ñâîéñòâîì, ÷òîáû ñðåäíÿÿ äëèíà êîäà (â âåðîÿòíîñòíîì ñìûñ-
ëå) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ áûëà ìèíèìàëüíîé. Ìû õîòèì ìèíèìèçèðîâàòü ñðåä-
íþþ äëèíó êîäà äëÿ òîãî, ÷òîáû óìåíüøèòü äëèíó âåðîÿòíîãî ñîîáùåíèÿ (ò.å. ÷òîáû
ñæàòü ñîîáùåíèå). ×åì êîðî÷å ñðåäíåå çíà÷åíèå äëèíû êîäà ñèìâîëîâ, òåì êîðî÷å çà-
êîäèðîâàííîå ñîîáùåíèå. Â ÷àñòíîñòè, ïåðâûé êîä èç ïðèìåðà 3.11 èìååò ñðåäíþþ
äëèíó êîäà 3. Ýòî ÷èñëî ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ äëèíû êîäà êàæäîãî ñèì-
âîëà íà âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ýòîãî ñèìâîëà. Âòîðîé êîä èìååò ñðåäíþþ äëèíó 2.2,
ïîñêîëüêó ñèìâîëû a è d èìåþò ñóììàðíóþ âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ 0.20 è äëèíà èõ
êîäà ñîñòàâëÿåò òðè áèòà, òîãäà êàê äðóãèå ñèìâîëû èìåþò êîä äëèíîé 21.

                                               
1 Îòñþäà ñëåäóåò î÷åâèäíûé âûâîä, ÷òî ñèìâîëû ñ áîëüøèìè âåðîÿòíîñòÿìè ïîÿâëåíèÿ

äîëæíû èìåòü ñàìûå êîðîòêèå êîäû. � Ïðèì. ðåä.
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Ìîæíî ëè ïðèäóìàòü êîä, êîòîðûé áûë áû ëó÷øå âòîðîãî êîäà? Îòâåò ïîëîæèòåëü-
íûé: ñóùåñòâóåò êîä ñ ïðåôèêñíûì ñâîéñòâîì, ñðåäíÿÿ äëèíà êîòîðîãî ðàâíà 2.15. Ýòî
íàèëó÷øèé âîçìîæíûé êîä ñ òåìè æå âåðîÿòíîñòÿìè ïîÿâëåíèÿ ñèìâîëîâ. Ñïîñîá
íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïðåôèêñíîãî êîäà íàçûâàåòñÿ àëãîðèòìîì Õàôôìàíà.
Â ýòîì àëãîðèòìå íàõîäÿòñÿ äâà ñèìâîëà a è b ñ íàèìåíüøèìè âåðîÿòíîñòÿìè ïîÿâ-
ëåíèÿ è çàìåíÿþòñÿ îäíèì ôèêòèâíûì ñèìâîëîì, íàïðèìåð x, êîòîðûé èìååò âåðî-
ÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ, ðàâíóþ ñóììå âåðîÿòíîñòåé ïîÿâëåíèÿ ñèìâîëîâ a è b. Çàòåì,
èñïîëüçóÿ ýòó ïðîöåäóðó ðåêóðñèâíî, íàõîäèì îïòèìàëüíûé ïðåôèêñíûé êîä äëÿ
ìåíüøåãî ìíîæåñòâà ñèìâîëîâ (ãäå ñèìâîëû a è b çàìåíåíû îäíèì ñèìâîëîì x). Êîä
äëÿ èñõîäíîãî ìíîæåñòâà ñèìâîëîâ ïîëó÷àåòñÿ èç êîäîâ çàìåùàþùèõ ñèìâîëîâ ïó-
òåì äîáàâëåíèÿ 0 è 1 ïåðåä êîäîì çàìåùàþùåãî ñèìâîëà, è ýòè äâà íîâûõ êîäà ïðè-
íèìàþòñÿ êàê êîäû çàìåíÿåìûõ ñèìâîëîâ. Íàïðèìåð, êîä ñèìâîëà a áóäåò ñîîòâåò-
ñòâîâàòü êîäó ñèìâîëà x ñ äîáàâëåííûì íóëåì ïåðåä ýòèì êîäîì, à äëÿ êîäà ñèìâîëà
b ïåðåä êîäîì ñèìâîëà x áóäåò äîáàâëåíà åäèíèöà.

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðåôèêñíûå êîäû êàê ïóòè íà äâîè÷íîì äåðåâå: ïðîõîæäå-
íèå îò óçëà ê åãî ëåâîìó ñûíó ñîîòâåòñòâóåò 0 â êîäå, à ê ïðàâîìó ñûíó � 1. Åñëè
ìû ïîìåòèì ëèñòüÿ äåðåâà êîäèðóåìûìè ñèìâîëàìè, òî ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ïðå-
ôèêñíîãî êîäà â âèäå äâîè÷íîãî äåðåâà. Ïðåôèêñíîå ñâîéñòâî ãàðàíòèðóåò, ÷òî íåò
ñèìâîëîâ, êîòîðûå áûëè áû ìåòêàìè âíóòðåííèõ óçëîâ äåðåâà (íå ëèñòüåâ), è íàîáî-
ðîò, ïîìå÷àÿ êîäèðóåìûìè ñèìâîëàìè òîëüêî ëèñòüÿ äåðåâà, ìû îáåñïå÷èâàåì ïðå-
ôèêñíîå ñâîéñòâî êîäà ýòèõ ñèìâîëîâ.

Ïðèìåð 3.12. Äâîè÷íûå äåðåâüÿ äëÿ êîäîâ 1 è 2 èç òàáë. 3.2 ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.14
(äåðåâî ñëåâà ñîîòâåòñòâóåò êîäó 1, à äåðåâî ñïðàâà � êîäó 2). !

Ðèñ. 3.14. Äâîè÷íûå äåðåâüÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå êîäû ñ ïðåôèêñíûì ñâîéñòâîì

Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà Õàôôìàíà ìû èñïîëüçóåì ëåñ, ò.å. ñîâîêóïíîñòü äå-
ðåâüåâ, ÷üè ëèñòüÿ áóäóò ïîìå÷åíû ñèìâîëàìè, äëÿ êîòîðûõ ðàçðàáàòûâàåòñÿ êîäè-
ðîâêà, à êîðíè ïîìå÷åíû ñóììîé âåðîÿòíîñòåé âñåõ ñèìâîëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ëè-
ñòüÿì äåðåâà. Ìû áóäåì íàçûâàòü ýòè ñóììàðíûå âåðîÿòíîñòè âåñîì äåðåâà. Âíà÷àëå
êàæäîìó ñèìâîëó ñîîòâåòñòâóåò äåðåâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî óçëà, â êîíöå ðàáîòû àë-
ãîðèòìà ìû ïîëó÷èì îäíî äåðåâî, âñå ëèñòüÿ êîòîðîãî áóäóò ïîìå÷åíû êîäèðóåìûìè
ñèìâîëàìè. Â ýòîì äåðåâå ïóòü îò êîðíÿ ê ëþáîìó ëèñòó ïðåäñòàâëÿåò êîä äëÿ ñèì-
âîëà-ìåòêè ýòîãî ëèñòà, ñîñòàâëåííûé ïî ñõåìå, ñîãëàñíî êîòîðîé ëåâûé ñûí óçëà ñî-
îòâåòñòâóåò 0, à ïðàâûé � 1 (êàê íà ðèñ. 3.14).

Âàæíûì ýòàïîì â ðàáîòå àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ âûáîð èç ëåñà äâóõ äåðåâüåâ ñ íàè-
ìåíüøèìè âåñàìè. Ýòè äâà äåðåâà êîìáèíèðóþòñÿ â îäíî ñ âåñîì, ðàâíûì ñóììå âå-
ñîâ ñîñòàâëÿþùèõ äåðåâüåâ. Ïðè ñëèÿíèè äåðåâüåâ ñîçäàåòñÿ íîâûé óçåë, êîòîðûé
ñòàíîâèòñÿ êîðíåì îáúåäèíåííîãî äåðåâà è êîòîðûé èìååò â êà÷åñòâå ëåâîãî è ïðàâî-
ãî ñûíîâåé êîðíè ñòàðûõ äåðåâüåâ. Ýòîò ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå
ïîëó÷èòñÿ òîëüêî îäíî äåðåâî. Ýòî äåðåâî ñîîòâåòñòâóåò êîäó, êîòîðûé ïðè çàäàííûõ
âåðîÿòíîñòÿõ èìååò ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ ñðåäíþþ äëèíó.
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Ðèñ. 3.15. Ýòàïû ñîçäàíèÿ äåðåâà Õàôôìàíà

Ïðèìåð 3.13. Ïîñëåäîâàòåëüíûå øàãè âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà Õàôôìàíà äëÿ êîäè-
ðóåìûõ ñèìâîëîâ è èõ âåðîÿòíîñòåé, çàäàííûõ â òàáë. 3.2, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.15.
Çäåñü âèäíî (ðèñ. 3.15,ä), ÷òî ñèìâîëû a, b, c, d è e ïîëó÷èëè ñîîòâåòñòâåííî êîäû
1111, 0, 110, 1110 è 10. Â ýòîì ïðèìåðå ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî íåòðèâèàëüíîå äåðåâî,
ñîîòâåòñòâóþùåå îïòèìàëüíîìó êîäó, íî â îáùåì ñëó÷àå èõ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî.
Íàïðèìåð, åñëè áû ñèìâîëû b è e èìåëè âåðîÿòíîñòè ñîîòâåòñòâåííî 0.33 è 0.32, òî ïî-
ñëå øàãà àëãîðèòìà, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 3.15,â, ìîæíî áûëî áû êîìáèíèðîâàòü b è e, à
íå ïðèñîåäèíÿòü e ê áîëüøîìó äåðåâó, êàê ýòî ñäåëàíî íà ðèñ. 3.15,ã. !

Òåïåðü îïèøåì íåîáõîäèìûå ñòðóêòóðû äàííûõ. Âî-ïåðâûõ, äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
äâîè÷íûõ äåðåâüåâ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìàññèâ TREE (Äåðåâî), ñîñòîÿùèé èç çà-
ïèñåé ñëåäóþùåãî òèïà:

record
leftchild: integer;
rightchild: integer;
parent: integer

end

Óêàçàòåëè â ïîëå parent (ðîäèòåëü) îáëåã÷àþò ïîèñê ïóòåé îò ëèñòà ê êîðíþ ïðè çà-
ïèñè êîäà ñèìâîëîâ. Âî-âòîðûõ, ìû èñïîëüçóåì ìàññèâ ALPHABET (Àëôàâèò), òàê-
æå ñîñòîÿùèé èç çàïèñåé, êîòîðûå èìåþò ñëåäóþùèé òèï:

record
symbol: char;
probability: real;
leaf: integer { курсор }

end



98

Â ýòîì ìàññèâå êàæäîìó ñèìâîëó (ïîëå symbol), ïîäëåæàùåìó êîäèðîâàíèþ, ñòàâèò-
ñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåðîÿòíîñòü åãî ïîÿâëåíèÿ (ïîëå probability) è ëèñò, ìåòêîé êîòîðî-
ãî îí ÿâëÿåòñÿ (ïîëå leaf). Â-òðåòüèõ, äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî äåðåâüåâ
íåîáõîäèì ìàññèâ FOREST (Ëåñ). Ýòîò ìàññèâ áóäåò ñîñòîÿòü èç çàïèñåé ñ ïîëÿìè
weight (âåñ) è root (êîðåíü) ñëåäóþùåãî òèïà:

record
weight: real;
root: integer

end

Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ âñåõ òðåõ ìàññèâîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äàííûì íà ðèñ. 3.15,à, ïî-
êàçàíû íà ðèñ. 3.16. Ýñêèç ïðîãðàììû (ïñåâäîïðîãðàììà, ò.å. ïðîãðàììà íà ïñåâäîÿçûêå,
êàê îïèñàíî â ãëàâå 1) ïîñòðîåíèÿ äåðåâà Õàôôìàíà ïðåäñòàâëåí â ëèñòèíãå 3.8.

Ðèñ. 3.16. Èñõîäíîå ñîñòîÿíèå ìàññèâîâ

Листинг 3.8. Программа построения дерева Хаффмана

(1) while существует более одного дерева в лесу do
begin

(2) i:= индекс дерева в FOREST с наименьшим весом;
(3) j:= индекс дерева в FOREST со вторым наименьшим весом;
(4) Создание нового узла с левым сыном FOREST[i].root и

правым сыном FOREST[j].root;
(5) Замена в FOREST дерева i деревом, чьим корнем является

новый узел и чей вес равен
FOREST[i].weight + FOREST[j].weight;

(6) Удаление дерева j из массива FOREST
end;

Äëÿ ðåàëèçàöèè ñòðîêè (4) ëèñòèíãà 3.8, ãäå óâåëè÷èâàåòñÿ êîëè÷åñòâî èñïîëü-
çóåìûõ ÿ÷ååê ìàññèâà TREE, è ñòðîê (5) è (6), ãäå óìåíüøàåòñÿ êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê
ìàññèâà FOREST, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü êóðñîðû lasttree (ïîñëåäíåå äåðåâî) è lastnode
(ïîñëåäíèé óçåë), óêàçûâàþùèå ñîîòâåòñòâåííî íà ìàññèâ FOREST è ìàññèâ TREE.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè êóðñîðû ðàñïîëàãàþòñÿ â ïåðâûõ ÿ÷åéêàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ìàññèâîâ1. Ìû òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå ìàññèâû èìåþò îïðåäåëåííóþ îáúÿâëåííóþ

                                               
1 Äëÿ ýòàïà ÷òåíèÿ äàííûõ, êîòîðûé ìû îïóñêàåì, íåîáõîäèì òàêæå êóðñîð äëÿ ìàññèâà

ALPHABET, êîòîðûé áû �ñëåäèë� çà çàïîëíåíèåì äàííûìè ýòîãî ìàññèâà.
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äëèíó, íî çäåñü ìû íå áóäåì ïðîâîäèòü ñðàâíåíèå ýòèõ îãðàíè÷èâàþùèõ çíà÷åíèé ñî
çíà÷åíèÿìè êóðñîðîâ.

Â ëèñòèíãå 3.9 ïðèâåäåíû êîäû äâóõ ïîëåçíûõ ïðîöåäóð. Ïåðâàÿ èç íèõ, lightones,
âûïîëíÿåò ðåàëèçàöèþ ñòðîê (2) è (3) ëèñòèíãà 3.8 ïî âûáîðó èíäåêñîâ äâóõ äåðåâüåâ
ñ íàèìåíüøèìè âåñàìè. Âòîðàÿ ïðîöåäóðà, ôóíêöèÿ create(n1, n2), ñîçäàåò íîâûé
óçåë è äåëàåò çàäàííûå óçëû n1 è n2 ëåâûì è ïðàâûì ñûíîâüÿìè ýòîãî óçëà.

Листинг 3.9. Две процедуры

procedure lightones ( var least, second: integer );

{ присваивает переменным least и second индексы массива
FOREST, соответствующие деревьям с наименьшими весами.
Предполагается, что lasttree ≥ 2. }

var

i: integer;

begin { инициализация least и second,
рассматриваются первые два дерева }

if FOREST[1].weight <= FOREST[2].weight then

begin least:= 1; second:= 2 end

else

begin least:= 2; second:= 1 end

for i:= 3 to lasttree do

if FOREST[i].weight < FOREST[least].weight then

begin second:= least; least:= i end

else if FOREST[i].weight < FOREST[second].weight then

second:= i

end; { lightones }

function create ( lefttree, righttree: integer ): integer;

{ возвращает новый узел, у которого левым и правым сыновьями
  становятся FOREST[lefttree].root и FOREST[righttree].root }
begin

lastnode:= lastnode + 1;

{ ячейка TREE[lastnode] для нового узла }
TREE[lastnode].leftchild:= FOREST[lefttree].root;

TREE[lastnode].rightchild:= FOREST[righttree].root;

{ теперь введем указатели для нового узла и его сыновей }
TREE[lastnode].parent:= 0;

TREE[FOREST[lefttree].root].parent:= lastnode;

TREE[FOREST[righttree].root].parent:= lastnode;

return(lastnode)

end; { create }

Òåïåðü âñå íåôîðìàëüíûå îïåðàòîðû ëèñòèíãà 3.8 ìîæíî îïèñàòü ïîäðîáíåå. Â ëèñ-
òèíãå 3.10 ïðèâåäåí êîä ïðîöåäóðû Huffman, êîòîðàÿ íå îñóùåñòâëÿåò ââîä è âûâîä, à
ðàáîòàåò ñî ñòðóêòóðàìè, ïîêàçàííûìè íà ðèñ. 3.16, êîòîðûå îáúÿâëåíû êàê ãëîáàëüíûå.
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Листинг 3.10. Реализация алгоритма Хаффмана

procedure Huffman;

var

i, j:integer; {два дерева с наименьшими весами из FOREST}
newroot: integer;

begin

while lasttree > 1 do begin

lightones(i, j);

newroot:= create(i, j);

{ далее дерево i заменяется деревом с корнем newroot }
FOREST[i].weight:=FOREST[i].weight + FOREST[j].weight;

FOREST[i].root:= newroot;

{ далее дерево j заменяется на дерево lasttree,
массив FOREST уменьшается на одну запись }

FOREST[j]:= FOREST[lasttree];

lasttree:= lasttree – 1

end

end; { Huffman }

Íà ðèñ. 3.17 ïîêàçàíà ñòðóêòóðà äàííûõ èç ðèñ. 3.16 ïîñëå òîãî, êàê çíà÷åíèå
ïåðåìåííîé lasttree óìåíüøåíî äî 3, ò.å. ëåñ èìååò âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 3.15,â.

Ðèñ. 3.17. Ñòðóêòóðà äàííûõ ïîñëå äâóõ èòåðàöèé

Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà êîä êàæäîãî ñèìâîëà ìîæíî îïðåäåëèòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Íàéäåì â ìàññèâå ALPHABET çàïèñü ñ íóæíûì ñèìâîë â ïîëå
symbol. Çàòåì ïî çíà÷åíèþ ïîëÿ leaf ýòîé æå çàïèñè îïðåäåëèì ìåñòîïîëîæåíèå çà-
ïèñè â ìàññèâå TREE, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ëèñòó, ïîìå÷åííîìó ðàññìàòðèâàåìûì
ñèìâîëîì. Äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåõîäèì ïî óêàçàòåëþ parent îò òåêóùåé çàïèñè,
íàïðèìåð ñîîòâåòñòâóþùåé óçëó n, ê çàïèñè â ìàññèâå TREE, ñîîòâåòñòâóþùåé åãî
ðîäèòåëþ p. Ïî ðîäèòåëþ p îïðåäåëÿåì, â êàêîì åãî ïîëå, leftchild èëè rightchild,
íàõîäèòñÿ óêàçàòåëü íà óçåë n, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ëè óçåë n ëåâûì èëè ïðàâûì ñûíîì,
è â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïå÷àòàåì 0 (äëÿ ëåâîãî ñûíà) èëè 1 (äëÿ ïðàâîãî ñûíà). Çà-
òåì ïåðåõîäèì ê ðîäèòåëþ óçëà p è îïðåäåëÿåì, ÿâëÿåòñÿ ëè åãî ñûí p ïðàâûì èëè
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ëåâûì, è â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòè ïå÷àòàåì ñëåäóþùóþ 1 èëè 0, è ò. ä. äî ñàìîãî êîðíÿ
äåðåâà. Òàêèì îáðàçîì, êîä ñèìâîëà áóäåò íàïå÷àòàí â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áè-
òîâ, íî â îáðàòíîì ïîðÿäêå. ×òîáû ðàñïå÷àòàòü ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ïðÿìîì ïî-
ðÿäêå, íàäî êàæäûé î÷åðåäíîé áèò ïîìåùàòü â ñòåê, à çàòåì ðàñïå÷àòàòü ñîäåðæèìîå
ñòåêà â îáû÷íîì ïîðÿäêå.

Реализация двоичных деревьев с помощью указателей
Äëÿ óêàçàíèÿ íà ïðàâûõ è ëåâûõ ñûíîâåé (è ðîäèòåëåé, åñëè íåîáõîäèìî) âìåñòî

êóðñîðîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü íàñòîÿùèå óêàçàòåëè ÿçûêà Pascal. Íàïðèìåð, ìîæíî
ñäåëàòü îáúÿâëåíèå

type
node = record

leftchild: ↑ node;
rightchild: ↑ node;
parent: ↑ node

end

Èñïîëüçóÿ ýòîò òèï äàííûõ óçëîâ äâîè÷íîãî äåðåâà, ôóíêöèþ create (ëèñòèíã 3.9)
ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê, êàê ïîêàçàíî â ñëåäóþùåì ëèñòèíãå.

Листинг 3.11. Код функции create при реализации двоичного дерева с
помощью указателей

function create ( lefttree, righttree: ↑node): ↑node;

var

root: ↑node;
begin

new(root);

root↑.leftchild:= lefttree;

root↑.rightchild:= righttree;

root↑.parent:= 0;

lefttree↑.parent:= root;

righttree↑.parent:= root;
return(root)

end; { create }

Упражнения
3.1. Îòâåòüòå íà ñëåäóþùèå âîïðîñû î äåðåâå, ïîêàçàííîì íà ðèñ. 3.18:

  a) êàêèå óçëû ýòîãî äåðåâà ÿâëÿþòñÿ ëèñòüÿìè?

  á) êàêîé óçåë ÿâëÿåòñÿ êîðíåì äåðåâà?

  â) êàêîé óçåë ÿâëÿåòñÿ ðîäèòåëåì óçëà Ñ?

  ã) íàçîâèòå ñûíîâåé óçëà Ñ;

  ä) íàçîâèòå ïðåäêîâ óçëà Å;

  å) íàçîâèòå ïîòîìêîâ óçëà Å;

  æ) êàêèå óçëû ÿâëÿþòñÿ ïðàâûìè áðàòüÿìè óçëîâ D è E?

  ç) êàêèå óçëû ëåæàò ñëåâà è ñïðàâà îò óçëà G?
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  è) êàêîâà ãëóáèíà óçëà Ñ?

  ê) êàêîâà âûñîòà óçëà Ñ?

3.2. Ñêîëüêî ïóòåé äëèíû 3 ñóùåñòâóåò íà
äåðåâå, ïîêàçàííîì íà ðèñ. 3.18?

3.3. Íàïèøèòå ïðîãðàììû âû÷èñëåíèÿ âû-
ñîòû äåðåâà ñ èñïîëüçîâàíèåì òðåõ
ïðåäñòàâëåíèé äåðåâüåâ, îïèñàííûõ â
ðàçäåëå 3.3.

3.4. Ñîñòàâüòå ñïèñêè óçëîâ äåðåâà, ïðåä-
ñòàâëåííîãî íà ðèñ. 3.18, ïðè îáõîäå
ýòîãî äåðåâà

  à) â ïðÿìîì ïîðÿäêå;

  á) â îáðàòíîì ïîðÿäêå;

  â) âî âíóòðåííåì ïîðÿäêå.

3.5. Ïóñòü äâà ðàçëè÷íûõ óçëà m è n ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå äåðåâó. Ïî-
êàæèòå, ÷òî òîëüêî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé ìîæåò áûòü èñòèííûì:

  a) óçåë m ðàñïîëîæåí ñëåâà îò óçëà n;

  á) óçåë m ðàñïîëîæåí ñïðàâà îò óçëà n;

  â) óçåë m � èñòèííûé ïðåäîê óçëà n;

  ã) óçåë m � èñòèííûé ïîòîìîê óçëà n.

3.6. Ïîñòàâüòå ãàëî÷êó â ÿ÷åéêó íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè i è ñòîëáöà j, åñëè îäíîâðå-
ìåííî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ, ïðåäñòàâëåííûå â çàãîëîâêàõ ñòðîêè i è ñòîëáöà j.

Óçåë n ïðåäøåñòâó-
åò óçëó m ïðè
îáõîäå äåðåâà

â ïðÿìîì ïîðÿäêå

Óçåë n ïðåäøåñòâó-
åò óçëó m ïðè
îáõîäå äåðåâà

â îáðàòíîì ïîðÿäêå

Óçåë n ïðåäøåñòâó-
åò óçëó m ïðè
ñèììåòðè÷íîì
îáõîäå äåðåâà

Óçåë n ðàñïî-
ëîæåí ñëåâà îò
óçëà m

Óçåë n ðàñïî-
ëîæåí ñïðàâà
îò óçëà m

Óçåë n � èñ-
òèííûé ïðåäîê
óçëà m

Óçåë n � èñ-
òèííûé ïîòî-
ìîê óçëà m

  Íàïðèìåð, ïîñòàâüòå ãàëî÷êó â ÿ÷åéêó íà ïåðåñå÷åíèå òðåòüåé ñòðîêè è âòîðî-
ãî ñòîëáöà, åñëè óâåðåíû, ÷òî óçåë n ìîæåò áûòü èñòèííûì ïðåäêîì óçëà m è
â òîæå âðåìÿ ïðåäøåñòâîâàòü óçëó m ïðè îáõîäå äåðåâà â îáðàòíîì ïîðÿäêå.

3.7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü ìàññèâû PREORDER[n], INORDER[n] è POSTORDER[n],
ñîäåðæàùèå ñïèñêè óçëîâ äåðåâà, ïîëó÷åííûå ïðè åãî îáõîäå â ïðÿìîì, âíóò-
ðåííåì è îáðàòíîì ïîðÿäêå ñîîòâåòñòâåííî. Èñïîëüçóÿ ýòè ìàññèâû, îïèøèòå
àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ ëþáîé ïàðû óçëîâ i è j îïðåäåëÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè óçåë i
ïðåäêîì óçëà j.

3.8. Ñóùåñòâóåò ñïîñîá ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îäèí óçåë èñòèííûì ïðåäêîì äðó-
ãîãî óçëà, êîòîðûé îñíîâàí íà ñëåäóþùåì ïðàâèëå: óçåë m ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì

Ðèñ. 3.18. Äåðåâî
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ïðåäêîì óçëà n, åñëè óçåë m ïðåäøåñòâóåò óçëó n ïðè îáõîäå äåðåâà â X ïî-
ðÿäêå, íî ñëåäóåò çà óçëîì n ïðè îáõîäå â Y ïîðÿäêå, ãäå X è Y âûáèðàþòñÿ èç
ìíîæåñòâà {ïðÿìîì, îáðàòíîì, âíóòðåííåì}. Îïðåäåëèòå âñå âîçìîæíûå ïàðû
X è Y, êîãäà ýòî ïðàâèëî ñïðàâåäëèâî.

3.9. Íàïèøèòå ïðîãðàììû îáõîäà äâîè÷íûõ äåðåâüåâ

  a) â ïðÿìîì ïîðÿäêå;

  á) â îáðàòíîì ïîðÿäêå;

  â) âî âíóòðåííåì ïîðÿäêå.

3.10. Ïðè ïðîõîæäåíèè äåðåâà â ïîðÿäêå óðîâíåé â ñïèñîê óçëîâ ñíà÷àëà çàíîñèòñÿ
êîðåíü äåðåâà, çàòåì âñå óçëû ãëóáèíû 1, äàëåå âñå óçëû ãëóáèíû 2 è ò.ä. Óç-
ëû îäíîé ãëóáèíû çàíîñÿòñÿ â ñïèñîê óçëîâ â ïîðÿäêå ñëåâà íàïðàâî. Íàïè-
øèòå ïðîãðàììó îáõîäà äåðåâüåâ â ïîðÿäêå óðîâíåé.

3.11. Ïðåîáðàçóéòå âûðàæåíèå ((a + b) + c * (d + e) + f) * (g + h)

  a) â ïðåôèêñíóþ ôîðìó;

  á) â ïîñòôèêñíóþ ôîðìó.

3.12. Íàðèñóéòå äåðåâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåôèêñíûì âûðàæåíèÿì

  a) *a + b*c + de;

  á) *a + *b + cde.

3.13. Ïóñòü Ò � äåðåâî, â êîòîðîì êàæäûé óçåë, íå ÿâëÿþùèéñÿ ëèñòîì, èìååò
ðîâíî äâóõ ñûíîâåé. Íàïèøèòå ïðîãðàììû ïðåîáðàçîâàíèÿ

a) ñïèñêà óçëîâ äåðåâà Ò, ñîñòàâëåííîãî ïðè îáõîäå äåðåâà â ïðÿìîì ïîðÿäêå,
â ñïèñîê, ñîñòàâëåííûé ïðè îáõîäå â îáðàòíîì ïîðÿäêå;

á) ñïèñêà óçëîâ äåðåâà Ò, ñîñòàâëåííîãî ïðè îáõîäå äåðåâà â îáðàòíîì ïîðÿä-
êå, â ñïèñîê, ñîñòàâëåííûé ïðè îáõîäå â ïðÿìîì ïîðÿäêå;

â) ñïèñêà óçëîâ äåðåâà Ò, ñîñòàâëåííîãî ïðè îáõîäå äåðåâà â ïðÿìîì ïîðÿäêå,
â ñïèñîê, ñîñòàâëåííûé ïðè ñèììåòðè÷íîì îáõîäå.

3.14. Íàïèøèòå ïðîãðàììó âû÷èñëåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé ïðè îáõîäå
äåðåâà

  a) â ïðÿìîì ïîðÿäêå;

  á) â îáðàòíîì ïîðÿäêå.

3.15. Äâîè÷íîå äåðåâî ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ÀÒÄ ñî ñòðóêòóðîé äâîè÷íîãî äåðåâà
è îïåðàòîðàìè LEFTCHILD(n), RIGHTCHILD(n), PARENT(n) è NULL(n). Ïåð-
âûå òðè îïåðàòîðà âîçâðàùàþò ñîîòâåòñòâåííî ëåâîãî ñûíà, ïðàâîãî ñûíà è
ðîäèòåëÿ óçëà n (åñëè òàêîâîãî íåò, òî âîçâðàùàåòñÿ Λ). Ïîñëåäíèé îïåðàòîð
âîçâðàùàåò çíà÷åíèå true òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äåðåâî ñ êîðíåì n ÿâ-
ëÿåòñÿ íóëåâûì. Ðåàëèçóéòå ýòè îïåðàòîðû äëÿ äâîè÷íîãî äåðåâà, ïðåäñòàâ-
ëåííîãî â òàáë. 3.1.

3.16. Íàïèøèòå ïðîöåäóðû äëÿ ñåìè îïåðàòîðîâ äåðåâüåâ èç ðàçäåëà 3.2, èñïîëüçóÿ
ñëåäóþùèå ðåàëèçàöèè äåðåâüåâ:

  a) óêàçàòåëè íà ðîäèòåëåé;

  á) ñïèñîê ñûíîâåé;

  â) óêàçàòåëè íà ñàìîãî ëåâîãî ñûíà è íà ïðàâîãî áðàòà.

3.17. Ñòåïåíüþ óçëà íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî åãî ñûíîâåé. Ïîêàæèòå, ÷òî â ïðîèç-
âîëüíîì äâîè÷íîì äåðåâå êîëè÷åñòâî ëèñòüåâ íà åäèíèöó áîëüøå ÷èñëà óçëîâ
ñî ñòåïåíüþ 2.

3.18. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì äâîè÷íîì äåðåâå âûñîòîé h êîëè÷åñòâî óçëîâ íå ïðå-
âûøàåò 2h+1 � 1. Äâîè÷íîå äåðåâî âûñîòîé h ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì êîëè-
÷åñòâîì óçëîâ íàçûâàåòñÿ ïîëíûì äâîè÷íûì äåðåâîì.

*
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3.19. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äåðåâî ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ óêàçàòåëåé íà ñàìîãî ëåâîãî
ñûíà, íà ïðàâûõ áðàòüåâ è íà ðîäèòåëÿ. Ðàçðàáîòàéòå àëãîðèòìû îáõîäà äå-
ðåâüåâ â ïðÿìîì, îáðàòíîì è âíóòðåííåì ïîðÿäêå, íå èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì ñòå-
êà, êàê ñäåëàíî â ëèñòèíãå 3.3.

3.20. Ïóñòü ñèìâîëû a, b, c, d, e è f èìåþò âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî
0.07, 0.09, 0.12, 0.22, 0.23, 0.27. Íàéäèòå îïòèìàëüíûé êîä Õàôôìàíà è íàðè-
ñóéòå ñîîòâåòñòâóþùåå åìó äåðåâî. Êàêîâà ñðåäíÿÿ äëèíà êîäà?

3.21. Ïóñòü Ò � äåðåâî Õàôôìàíà è ïóñòü ëèñò, ïîìå÷åííûé ñèìâîëîì à, èìååò
áîëüøóþ ãëóáèíó, ÷åì ëèñò, ïîìå÷åííûé ñèìâîëîì b. Äîêàæèòå, ÷òî âåðîÿò-
íîñòü ñèìâîëà b íå ìåíüøå, ÷åì âåðîÿòíîñòü ñèìâîëà à.

3.22. Äîêàæèòå, ÷òî â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà Õàôôìàíà äëÿ çàäàí-
íûõ âåðîÿòíîñòåé ïîëó÷àåòñÿ îïòèìàëüíûé êîä. Ñîâåò: èñïîëüçóéòå óï-
ðàæíåíèå 3.21.

Библиографические замечания
Â ðàáîòàõ [11] è [47] ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà äåðåâüåâ. Â [65] è [81]

ïðèâåäåíà äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î äåðåâüÿõ äâîè÷íîãî ïîèñêà. Ìíîãèå ðàáî-
òû, ïðèâåäåííûå â ãëàâå 6 è îòíîñÿùèåñÿ ê ãðàôàì è èõ ïðèìåíåíèþ, ñîäåðæàò
òàêæå ìàòåðèàë î äåðåâüÿõ.

Àëãîðèòì ïîèñêà îïòèìàëüíîãî êîäà, îïèñàííûé â ðàçäåëå 3.4, âçÿò èç ðàáîòû [54].
Â [83] äàíî ñîâðåìåííîå èññëåäîâàíèå ýòîãî àëãîðèòìà.
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