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3, 2 + 1, 1 + 1 + 1. 6�7
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6�����+�# ���; ��%������ +���; *����� J�"#�����  ���� n I�������� ��9��
���������� ��� ������������������ ��������������� �����  ���� a1 � a2 � · · · �
����@�  �� n = a1 + a2 + · · · N ��������� ���� �" ��"#����! - % a1 = a2 = 3� a3 = 1
� a4 = a5 = · · · = 0
 ���� ����� ���������  ����� ��"������� ���� ������ �����#�
� �������  ���� �#� �� ������@���
 k���� �#��"��� �� "��������� 7 = 3 + 3 + 1�
��� ������ 
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8, 71, 62, 611, 53, 521, 5111, 44, 431, 422, 4211, 41111, 332, 3311,
3221, 32111, 311111, 2222, 22211, 221111, 2111111, 11111111.
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,�(����� A .F�%�����# � �������� �� �� �(��)�*�� �� ���#� �0� 	���
�������� ���������� ��� ��"#����� a1 � a2 � · · · � am � 1 � a1 + a2 + · · · + am = n
� 1 � m � n ��� n � 1
 Q�� ���� a0 ���9� ��������������� ������ ,


A�� m��������"����
n L��������� am ← 1 ��� n � m > 1
 Q���� ���������� m ← 1
� a0 ← 0


A�� mb�������� "���@ �������@  ����
n L��������� am ← n � q ← m− [n = 1]


A�� m$���>����
n $������� ��"#����� a1a2 . . . am
 Q����� ���� aq �= 2� ����!�� � =�;
�� S�


A$� mQ����� + �� 5�5
n L��������� aq ← 1� q ← q − 1� m ← m + 1 � ���������
� =��� S

 6) <��� ������ ak = 1 ��� q < k � n
7

A�� mL����=���� aq
n Q����=��� ��#���� ���� q = 0
 ) ��������� ��� �� ����������
x ← aq − 1� aq ← x� n ← m− q + 1 � m ← q + 1


A�� m����������� x ��� ���#���������
n e��� n � x� ��������� � =��� S+
 ) ���;
������ ��� �� ���������� am ← x� m ← m+ 1� n ← n− x � ��������� �����!
=��
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���#���� ������� ���� ������� ���!��N =�� S� ������ �"������ ���!�@@ ������
���!�� �� ������� � ��#������ ������� ������
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 ?�������� ��� n = 100
����� -3� ���� ��"#����! �����9�� +


e��� �� ����� ������������ ��� ��"#�����  ���� n �� I������������ ���� �;
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V
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^1*3*1./** _*J1*323K/ =`(.1+13*7 <1,+3+4/*123* 6^�_aaGX`BX� 5--37� -
435n� ����>���
��� ��"#����� � ��������� 6U_HB�7 �������� �
�
 ����������I� ����� ������� (����;
9�����* ������������������! am . . . a2a1


,�(����� G .F�%������ �� m *�����0� 	��� �������� ���������� ��� �����
m;�����9� a1 . . . am� ������  �� a1 � . . . � am � 1 � a1 + · · · + am = n� � ����;
����9�����  �� n � m � 2


G�� m��������"����
n L��������� a1 ← n−m+1 � aj ← 1 ��� 1 < j � m
 L���������
���9� am+1 ← −1


G�� m$���>����
n $������� ��"#����� a1 . . . am
 Q����� ���� a2 � a1 − 1� ����!��
� =��� }�


G�� m?�����!�� a1 � a2
n L��������� a1 ← a1−1� a2 ← a2 +1 � ��������� � =��� }+
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G$� m$���� j
n L��������� j ← 3 � s ← a1 + a2 − 1
 Q����� ���� aj � a1 − 1�
���������� s ← s+ aj � j ← j + 1 � ��������� <�� ��!����� �� ��� ���� ���� ��
#���� ��������� ������� aj < a1 − 1
 6k����� s = a1 + · · · aj−1 − 1
7

G�� mL���� ���� aj 
n Q����=��� ��#���� ���� j > m
 ) ��������� ��� �� ����������
x ← aj + 1� aj ← x� j ← j − 1


G�� m?�����!�� a1 . . . aj 
n $��� j > 1� ���������� aj ← x� s ← s − x � j ← j − 1

) ����� ���������� a1 ← s � ��������� � =��� }+


?�������� ��� n = 11 � m = 4 ����>����� ���������� ��"#����� %

8111, 7211, 6311, 5411, 6221, 5321, 4421, 4331, 5222, 4322, 3332. 6-7

'������� ���� ������� � ����  �� ��������! ������� ��������� �� ������ ��"#�����
a1 . . . am � ������� ����� ������ �������=��� j� �������  �� aj ��9�� ����� ��� #�"
�"������� aj+1 . . . am
 ?���� ��"#����� a′1 . . . a′m #���� ����� a′1 � · · · � a′j = aj + 1
� a′1 + · · ·+ a′j = a1 + · · ·+ aj� � <�� ������� �����9��� ����� � ������ ������ �����
aj < a1 − 1
 ����� ����� �������=�� ����� ��"#����� a′1 . . . a

′
m � ��������� �������

����� a′2 = · · · = a′j = aj + 1

t�� }
 �#��#������� ������! ��� �! j = 2� ������! ���#���� �������������


b������ ���������  �� "�� ���� j ������ ���� ������ ������� �� ���u�N ��"9� ��
����9���  �� �#>�� ����� ��#��� ��������� } �� �����=��� ���� ����� ����>��;
��� ��"#����!� ����9������ �� ��#���=�@ ���������� ��@� O (m)


H��(�� ������������# ��%������� &� ���������� ��"#����� ��� ���������;
��������� ��������������� �����  ���� a1a2 . . .� �#����@>�@ ���� ���!�������
 �� a1 � a2 � · · · � a1 + a2 + · · · = n� �� ��9�� ���9� ������������� ��� ��� n;
�����9 ��������������� �����  ���� c1c2 . . . cn� ������  ��

c1 + 2c2 + · · · + ncn = n. 6.7

Q���� cj % ���� ����� ��������!  ���� j � ������������������ a1a2 . . .N ���������
��"#����� 

5 ������������� ���� ������ c1 = 1� c2 = 0� c3 = 2� c4 = c5 = c6 = c7 =
= 0
 ���� �����  ����! � ����� ��� �� ���������� c1 + c2 + · · · + cn
 &�9�� �����
��"��#����� ���������� ������� ��@ ��������� S� ��� ��������� ��"#����! � ����
���� �����  ����! 6��
 ����9����� �7
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+
346
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hn =
∑

N�dn�···�d2�d1�1

xd1xd2 . . . xdn 637

��� ∑
c1,c2,...,cn�0

c1+2c2+···+ncn=n

Sc1
1

1c1c1!
Sc2

2

2c2c2!
· · · Scn

n

ncncn!
, 65,7

��� Sj % �������� ��� I������ xj
1 +xj

2 + · · ·+xj
N 
 b���� � 637� �� ����� #������ ��

���� n;�������� ������� N � � �� ����� ��� ����� 65,7 #������ �� ���� ��"#������
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 k���� �#��"��� ��������� h3 = 1
6S

3
1 + 1

2S1S2 + 1
3S3 � ��� N = 2 �� �����

x3 + x2y + xy2 + y3 =
1
6

(x+ y)3 +
1
2

(x+ y)
(
x2 + y2

)
+

1
3
(
x3 + y3

)
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+
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N �� <��! ��� ��� ��"#����� "�����@� ��9��� ����� � �"� ����
�������� ��� I�����! % ������ I�����!� =����� ����������������� � ������;
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 m8���� - ��#��� J� ���� b����� 6ZGUjFTx 0aFXHB]7 =1K/+423*]+ -./0*123.4*67�
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n

J�"#����� ��9�� ������ �������������� ��"����"�������� ������������ ������
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n
 ?�������� �� ���
 +.� 1 ����"��� ��������� V������� ��� ��"#����� ...-+55
� ��������� �@�I� ��"����� 4 × 4
 ������� �@�I� �����9�� k2 �� ��� ��� k %
���#���=�! ������� ����!�  �� ak � kN ��9�� ��"����� k ���$�� 6aTFUB7 ��"#�����
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��� ����"�������� ��"#����� α ���� a1a2 . . . ���	�6����� 6U_Xy[`FaB7 � ��� ��;
������ ��"#����� αT = b1b2 . . .� ������� ���� ����� ����� ���������������� �����
� ����#��� �����������@>�! ��������� V�������
 ?�������� �� ���
 +.� 7 ����"�;
���  �� (8887211)T = (75444443)
 e��� β = αT � �� � �������  �� α = βT N ��"#�����
β ����� a1  ����!� � β % b1  ����!
 ������� ������� ������=���� ��9�� ��������;
������� � ���� ���� �����  ����! c1 . . . cn ��"#����� α � �����9������ ��"#�����
b1b2 . . .� � �������

bj − bj+1 = cj ��� ���� j � 1. 6557

	�� ������=���� ��"������ ����� �� ������ �����9����� ��� ������� ��"#�����
6��
 ����9����� R7


$������ �����9�������  ���� �������� ���!���� ��"#����!� ������� ��� � ��;
������� #� ������ "����� ����
 ?�������� ������� "��� ����������� αT � �� ��9��
����� ��������  �� "�� ���� j−1 �� =��� }� ��������� } ������������ ��#�! �����@
�������=�@  ���� �����9������ ��"#����� (a1 . . . am)T 
 b������������� ������� ��;
�� ����� ��#���� ������@ ���#������ ��������� �� =���� }� � }R� �� ����� ���;
������������ �������� ��"���� �����! �������=�!  ���� ��� �!���� ��"#������
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���#���=��  ���� �������� ����� m
 ?�9� �� �������  �� <�� ������ �������=��
 ���� �� �� ������ ������� �� ����


����� ����� ����	�
� a ������
 	�
G����: � ��������	�A������� ��	:��� ���
�	:%����� � ���
 ?�������� �����������@>��� �����9������ � 6-7 ����@���

41111111, 4211111, 422111, 42221, 431111, 43211, 4322, 4331, 44111, 4421, 443; 65+7

��� ����������@� ��#�! ��"#����� n = 11 � ���#���=�!  ����@� �����! �
 '��� �"
�����#�� ��������� ���� ��"#����! n ������� � ����  ��#� �� ��� � ������������
��"#����� fng� "���� ��� ������ ��������� �������� } ��� m = 2, 3, . . . , nN ����!
������� ���� ��� α � ����������I� ����� ������� αT 6��
 ����9����� -7
 k����
�#��"��� �������� } ��9�� ������������� ��� �������! � ��������� S


�������� ��� �������� �>� ���� �����# ������������� ��"#����!� ��"���@>�!;
�� �	����� �	�$�������
�� 6TGE TBoTB\BXaFaG_X7
 $�������9���  �� �� "�������
�� �� �� ��������� V������� ����������� ���� �� ����� �#��"�� ����#�� ��#��;
��� ��� �� ������ � ��"���� �
5
�N ��������� ��"#����� ...-+55 � ���
 +.� � ������;
>����� �

65
7

$����� ������� <���� �#��"� ��9�� ��������������� ��� ���� �� ��9���� ������
���� � �����! ������! ���� �������� ��"����� n×n� � �" ��#�
 -
+
5

45 �� "�����
 �� ����! ���� ������������� (n, n);�� �����@


?�������� 65
7 ������������� -,;#�����! ������

0 . . . 01001011111010001 . . .1 = 0281102110115011103127, 65�7

� ������! �� ��"��>��� � �� ��� ������� ��� ���� ����� ����!� � � ����� % ���;
����  ��#� ���� ��� � �� ����� �� n ��9��� �" ���
 ?��� ����������@� =���
������ � ������� % ������
 q���� �������  �� ������������ ����� �#��"�� #������
������ ����� ����� n �������!N � ���#����� ��9��� ������������ ���������9�����
{n · 0, n · 1}� ������� �����9�� ����� n �������!� ������������� ��"#����@ n
 e�;
�� ��"#����� ����� t ��"�� ���  ����!� ��� #������ ������ ��9�� #��� "�������
� ����

0n−q1−q2−···−qt1p10q11p20q2 . . . 1pt0qt1n−p1−p2−···−pt , 65�7

��� ����"����� ������� pj � qj ����������@� ��#�! ����9�������� �����  ����

) ����� ��� �� ����������� �������������� ��"#����� ��������

a1a2 . . . = (p1 + · · · + pt)
qt (p1 + · · · + pt−1)

qt−1 · · · (p1)
q1 , 65R7

�
�
 � ��=�� ������� (1 + 1 + 5 + 1)3 (1 + 1 + 5)1 (1 + 1)1 (1)2 = 8887211


����*����� ��%������� )������ "������! � 5-�, ���� V������� ?��� 6SjGHGoo
2F[xuB7� ��#���� q������� 	!���� 6rB_XjFTx D[HBT7 �������� ��� I��������������
������� � ������� �� ���� ������ ���� ����� ��"#����! ��"�� ���� ����� �"� ��
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�� ����"����>�� I������ m-.//+/324** &62,+/*2æ B6*+13*24K/ Z+34.(.)*321æ� ��
65-�57� R�43
N L.]* -.//+13" &62," B6*" Z+3
� � 65-�,7� 5+�45R3n
 '� "�������  ��
��<II������ ��� zn � #������ ��� ����"�������(

1 + z + z2 + · · · + zj + · · ·) (1 + z2 + z4 + · · · + z2k + · · ·)(
1 + z3 + z6 + · · · + z3l + · · ·) . . .

����� ���� ����� ��������������� ����� ��=���! ��������� j + 2k + 3l+ · · · = nN
� 1 + zm + z2m + · · · ����� 1/(1 − zm)
 b������������� ���� �� "���=��

P (z) =
∞∏

m=1

1
1 − zm

=
∞∑

n=0

p (n) zn, 65-7

�� ���� ����� ��"#����! n ����� p (n)
 V������ P (z)� � ���@ � ������ �#������
����� ����"�������� �������� ����� ���!���


?�������� 	!��� ������ ���� �� #���=��� ���� ����� �����>���! ��� ���;
������ ���#�� "���������� P (z)�

(1 − z)
(
1 − z2

) (
1 − z3

)
. . . = 1 − z − z2 + z5 + z7 − z12 − z15 + z22 + z26 − · · · =

=
∑

−∞<n<∞
(−1)n

z(3n2+n)/2.

65.7
���#��������� ����"��������� <���� "��� ��������� ��9������� ���������� �� ���;
������� V�������� ������� � ����9����� �
5
545�N ��9�� ���9� ����"��� ���� ��;
��9�� u = z � v = z2 � �>� #���� "��� �������� ��9������ M��#�

∞∏
k=1

(
1 − ukvk−1

) (
1 − uk−1vk

) (
1 − ukvk

)
=

∞∑
n=−∞

(−1)n
u(n

2)v(
−n
2 ), 6537

��������� �����  ���� ��� <��� ���������� �����!

∞∏
k=1

(
1 − z3k−2

) (
1 − z3k−1

) (
1 − z3k

)
;

��
 ����9����� �
5
54+,
 �" ��9������ 	!���� 65.7 ���������  �� ���� ����� ��";
#����! ������������� ������������� ������=���@

p (n) = p (n− 1) + p (n− 2)− p (n− 5)− p (n− 7) + p (n− 12) + p (n− 15)− · · · , 6+,7
�� ��������� �������� ��9�� �� ������ �����������@>�� "�� ���� #�������  ��
�������� �� ������� ��������� ����� 65-7


n = 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
p (n) = 1 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 56 77 101 135 176

�" ��"���� 5
+
. �� "�����  �� ��=���� ������������� ������=���� V�#���  �
f (n) = f (n− 1) + f (n− 2) ��� ����9�������� f (0) � f (1) ������ <������������;
��� f (n) = Θ (φn)
 ��������������  ���� f−p (n− 5) − p (n− 7)g � 6+,7 ���"���;
@� �������@>�� ������� �� ���� ����� ��"#����!N #���� ����� ���� ������ �����
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� ������������ ������=���� ������ <����  ������� ���� ����! � ��"������� ���
����������� ��9�� ����9��������� � �������������� "�� ������
 b����@>��
 ����� f+p (n− 12) + p (n− 15)g� �������������@� <��������������! ����


J������� �������� ����� p (n) ����� ������� A
√

n/n ��� ��������! ���������
A
 ?�������� � ����9����� 

 ����"��������  �� p (n) ������ �� ��������@� ���
�������� e2

√
n/n
 e>� ���� ������! �����# ���� ��� �������@ ��	:��� �������

������� � ������I��������� 65-7

lnP (z) =
∞∑

m=1

ln
1

1 − zm
=

∞∑
m=1

∞∑
n=1

zmn

n
; 6+57

"���� ������� ����������� ��� ��������� �#��"� z = 1� ����9�� z = e−t�

lnP
(
e−t

)
=

∑
m,n�1

e−mnt

n
=

∑
n�1

1
n

1
etn − 1

<
∑
n�1

1
n2t

=
ζ (2)
t
. 6++7

������ ��������� p (n) � p (n+ 1) < p (n+ 2) < · · · � et > 1� ���� ���

p (n)
1 − e−t

<
∞∑

k=0

p (k) e(n−k)t = entP
(
e−t

)
< ent+ζ(2)/t 6+
7

��� ���� t > 0
 $������������ t =
√
ζ (2)/n ����

p (n) < Ce2C
√

n/
√
n, ��� C =

√
ζ (2) = π/

√
6. 6+�7

l���� �� ��@ ��I������@ � ���� ��� lnP (e−t) ��9�� ���� ���� �������"����;
=��� I������! ������������ 	!���� 6��"��� 5
+
55
+7 ��� ����#��"������� &��;
���� 6��"��� �
+
+7N ��
 ����9����� +�
 '����� ������������� ������ ��������� ��
��>�� ��� ����������� �� ���� ��������� P (e−t)� ���  �� ����� ����� ��#�����
� ��= ������� ����� ������


$���"����>�� I������ 	!���� P (z) �������� �������� ��� 9�	���� ����
�

	����
� L������� mN" d=6.)+ E.X2)+ Z.)X3+651*WK+� �� 65.+
7� �,�4�,3� � R
n� � �������;
����� � ������!

∞∑
n=−∞

f (n+ θ) = lim
M→∞

M∑
m=−M

e2πmiθ

∞∫

−∞
e−2πmiyf (y) dy, 6+�7

��� f % (����=� ��#� ����>��* I������
 	�� I������ �������� �� ��� I�����  ��
� ����!  ���� ��������� ������� ����� I������ �� θ� � � �����! % �� ��"��9����
� ��� V����
 V������ f ������� �� ����=��� ����� ���������

∫∞
−∞ |f (y)|dy < ∞�

� ���9�

G7 ��#� f (n+ θ) �������� ������� ����! I������! ����������! ���������! θ
� �#����� |Iθ| � ε ��� ���������� ε > 0 � 0 � �θ � 1� � �����  ���� �����;
����� �������� � <��� ��������������N

GG7 ��#� f (θ) = 1
2 limε→0 (f (θ − ε) + f (θ + ε)) = g (θ) − h (θ) ��� ���� ��!��������;

���  ���� θ� ��� g � h % ��������� ��"�����@>��� � g (±∞) � h (±∞) ���� ��
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mSBaBT }BXTGUG� &(()*+, 21, -./(K323*.12) -./()+` &12)X7*7� � 62B� �_TY� AGHB]�
53--7� vjB_TBE 5,
R
+
n V������ $������� �� ������� ��� "��� ������������ �@;
#��� ����� �� ���� ��� ���������� �� �� ��"�������� ��� �� ������� ����� #���
��� ����@>�


L���9�� I������ 	!���� 65.7 �� z1/24 ��� ("����=���� ��������*�

z1/24

P (z)
=

∞∑
n=−∞

(−1)n z
3
2 (n+ 1

6 )
2

. 6+R7

k���� ��� ���� t > 0 ����� e−t/24
/
P (e−t) =

∑∞
n=−∞ f (n)� ���

f (y) = e−
3
2 t(y+ 1

6 )
2

cosπy; 6+-7

� <�� I������ f �������� ��� I������ ������������ $�������� ��� ��� ���������;
���� �#��� ���������� ����������� ��=�
 k���� �#��"��� �� ��9�� ����������
���������������� e−2πmiyf (y) � ��� m = 0 ���� ��� ��"������

∞∫

−∞
f (y)dy =

√
π

2t
e−π2/6t. 6+.7

� <���� �� ���9�� ��#�����

∞∑
m=1

∞∫

−∞

(
e2πmiy + e−2πmiy

)
f (y) dy = 2

∞∑
m=1

∞∫

−∞
f (y) cos 2πmy dy; 6+37

<��� �������� ���9� ���"������� #���>����
 l��� � �#:�������� ��� ��"�������
6��
 ����9����� +-7 ��@�

e−t/24

P (e−t)
=

√
2π
t

∞∑
n=−∞

(−1)n
e−6π2(n+ 1

6 )
2
/

t =

√
2π
t

e−π2/6t

P
(
e−4π2/t

) . 6
,7

?�#���=�! �@����" % �� ����"��� �>� ���� "��� �������! I��� � P (z) % ���;
�������@ ����� �������


2������ I� #	��
���:9�: A���M�: R�!T ��: 	�
G����� ������
��	:�
 A���M���
�������� ���
��@���$

lnP
(
e−t

)
=
ζ (2)
t

+
1
2

ln
t

2π
− t

24
+ lnP

(
e−4π2/t

)
6
57

�	� �t > 0"

	�� ������� #��� ������� ���������� 6wBxBYGXx7 m-4+))+� �� 65.--7� +R�4+3+� � Rn�
������! ��� I������ z1/24

/
P (z) ������"���� "����� η (τ)� ��� z = e2πiτ N ��� ����;

"��������� �������� �� ��>�������� #���� ���9��! ������ <������ ����� I�����!


Q�������  ��� ����� t % ����� ����9��������  ����� lnP
(
e−4π2/t

)
�	�#�� ���u�N ��;

������� ��� t = 0.1 ���� ��� exp
(−4π2/t

)≈3.5×10−172
 k���� �#��"��� ������� w
���� ��� ������ ���� ����  �� ���#������ "���� � "�� ���� P (z) ��� z� #��"��� � 5
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8
 ~���� 6^
}
 }FTx]7 � b
 J������9�� 60
 ZFEFX[yFX7 ������"����� <�� "��;
��� ��� ������ ��������� ������ ��������� p (n) ��� #���=�� n� � �� ��#��� #���
������9��� ������ ���� ������ ~
 J���������� 6}
 ZFxBEFUjBT7� ������=�� ����
������! �� ������ ��������� ��� �� � �������� mZ4.6" Q.1,.1 '235" B.6
 6+7� �

6535.7� -�455�N $� 653
-7� +�54+��n
 V������ ~����4J������9���4J��������� ���
p (n) �������� ���� �" ���#���� �"���������� ��9�����N ��� �������  ��

p (n) =
π

25/433/4 (n− 1/24)3/4

∞∑
k=1

Ak (n)
k

I3/2

(√
2
3
π

k

√
n− 1/24

)
. 6
+7

Q���� I3/2 �"�� ��� ����I����������@ �I��� ����@ I�����@ l������

I3/2 (z) =
(z

2

)3/2 ∞∑
k=0

1
Γ (k + 5/2)

(
z2/4

)k

k!
=

√
2z
π

(
cosh z
z

− sinh z
z2

)
, 6

7

� ��<II������ Ak (n) ������������ I������!

Ak (n) =
k−1∑
h=0

[h⊥k] exp
(

2πi
(
σ (h, k, 0)

24
− nh

k

))
, 6
�7

��� σ (h, k, 0) % ����� ���������� ������������ � ��������� 




465R7
 ) ��"�������

A1 (n) = 1, A2 (n) = (−1)n
, A3 (n) = 2 cos

(24n+ 1)π
18

, 6
�7

� � �#>�� ��� ��Ak (n) ��9�� ��9�� −k � k

����"��������� 6
+7 ��9�� ������ ��� ���=��� ������� �� �������� ���� �����;

�� � ������"������ (������ �������! �� ��*� �����������@>����� � ��"���� -
+
5
�

|��� ��� k = 1 ��������� �" ��������� P (z) ��� z� #��"��� � 5N �����@>�!  ���
��������� �" ��������� z �#��"� −1� "���� ��9�� ��������� ����#��"������� ��;
��#��� 6
57
 ) �#>�� ��� �� k;!  ��� 6
+7 � ������� ��������� P (z) ��� z� ������;
>���� � e2πih/k ��� ������������ ���#�! h/k �� "����������� kN ��9��! k;! ������
������� ������������ ��#�! ���@� ��� ��9��! �" ���#�! 1/

(
1 − zk

)
� 1/

(
1 − z2k

)
�

1/
(
1 − z3k

)
� 
 
 
 � #������ ��� ����"������� P (z)


b���=�!  ��� 6
+7 ��9�� #��� ��>�������� ����>��� ���� ��� ������� �� ���;
#��� ���#��9�����

p (n) =
eπ

√
2n/3

4n
√

3

(
1 +O

(
n−1/2

))
. 6
R7

e��� 9� ����! �� ����� ��������� ��� ��9�� �������"������� #���� ���������
���#��9������

p (n) =
eπ

√
2n′/3

4n′√3

(
1 − 1

π

√
3

2n′

)(
1 +O

(
e−π

√
n/6

))
, n′ = n− 1

24
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?�������� p (100) ����� �� ��� "�� ���� 53, �R3 +3+N I������ 6
R7 ���� ��� p (100)≈
≈ 1.993 × 108� � �� ����� ��� 6
-7 % ����"�� �� =�@ ������ 190 568 944.783
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 '���"�� 6O
 �xH]�Y_7 "�������  �� ��� #���=�� n I������ ~����4J������;
9���4J��������� ���� #��"��! � ������������ �����# �� ������� �� ���� "��;
 ���� p (n)� ��������� ���I���� ����� �������� ����� #��� ��������� ��������
"� O (log p (n)) = O

(
n1/2

)
=����
 '������! ����� ������ ��������� ������  �����

6
+7N "���� ��� ��������� �  ������ �� �����=�@>�� ������� k−3/2� �#� �� �����;
�� k−2
 ����� ����� ����� �������� ��<II�������� Ak (n) ���"���@��� �������
, 6��
 ����9����� +.7
 ?�������� ��� n = 106  ���� ��� k = 1, 2, 3 ���#��"�������
����� 1.47×101107� 1.23×10550 � −1.23×10364 ��������������
 b���� ������ +�,  ��;
��� ���#��9���� ����� 1471684986 . . .73818.01� � �� ����� ��� �������� "�� ����
����� 1471684986 . . .73818N ��� <��� 5+
 �" +�,  ����� ����� ���@


����*����� *������ L��#�� ������ �#�"�� ����∣∣∣∣∣nm
∣∣∣∣∣ 6
.7

��� ���� ����� ��"#����! n� ������>�� ����� �" m  ����!
 k���� ��� ���� �����
m � n ����������� ������������ ������=����∣∣∣∣∣nm

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣n− 1
m− 1

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣n−m

m

∣∣∣∣∣ , 6
37

���������
∣∣ n−1

m−1

∣∣ ���� ������� ��"#������ �������=��  ���� ������� ����� 5�
� | n−m

m | % ��� �� ��"#�����
 6e��� �������=��  ���� ����� + ��� #���=�� ��
��9�� �� ���� 5 �" ��9��!  ���� � ���� ��� ��"#����� n−m �� m  ����!
7 p��;
���� ��� �����9����� �������� � "���@ ���@�  �� |m+n

m | % ���� ����� ��"#����!
n �� �� �����  �� m  ����!� � ������ �� m ��������������� ���������
 &� ���9�
"���� �" ���������������� �������� V��������  �� | n

m | ������������ ��#�! ����;
 ����� ��"#����! n� � ������� ��
����B��  ���� ����� m
 k���� �#��"��� | n

m | %
 ����� ������� ����� �����  ��#� ��� �"� ���
 8���� ��� �������∣∣∣∣∣n0

∣∣∣∣∣ = δn0 �

∣∣∣∣∣nm
∣∣∣∣∣ = 0 ��� m < 0 ��� n < 0 6�,7

����@� ������! ��#�����@ | n
m | ��� ��#���=�� "�� ���! ����������� � �� ��9��

���� ��� ������  ���� ������� �� "������� ������������� ��� ( n
m )� [ n

m ]� { n
m }

� 〈 n
m 〉� � �������� �� ����� ����� ����� 6��#�
 +7
 $���"����>�� I������ �����

��� ∑
n

∣∣∣∣∣nm
∣∣∣∣∣ zn =

zm

(1 − z) (1 − z2) . . . (1 − zm)
. 6�57

$� �� ��� ��"#����� n ������� �" Θ (
√
n logn)  ����!
 	��� I���� �������!

$
 	���=�� 6S
 DTx�_\7 � �
 q������ 6d
 rBjXBT7 m_Kb+ '235" N
� � 653�57� 

�4
��n�
����� ������ ��� �������� ����"���������


2������ J� #��
� C = π/
√

6 � m = 1
2C

√
n lnn+ x

√
n+O (1)" [����

1
p (n)

∣∣∣∣∣m+ n

n

∣∣∣∣∣ = F (x)
(
1 +O

(
n−1/2+ε

))
6�+7



����� �����	��� �������� ������	
����� �����
�� ��

������� 	� ����G���$� %��,��(��

n

∣∣∣∣∣n0
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣n1
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣n2
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣n3
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣n4
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣n5
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣n6
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣n7
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣n8
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣n9
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ n

10

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ n
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��: ���� ε > 0 � ���� A����	������� x �	� n → ∞� ���

F (x) = e−e−Cx/C . 6�
7

	�� I������ F (x) ������� �� #����� ��������� � , ��� x → −∞ � #����� ��"���;
���� �� 5 ��� x → +∞N ����� �#��"��� <�� I������ ������������� �����������!

?� ���
 +3� � ����"��� �����������@>�� I������ ��������� ������������� ����;
�������! f (x) = F ′ (x)� ������� ��������� ��� � �������� � �#����� −2 � x � 4

��� ��������� �� ���
 +3� � ����"��� "�� ���� | n

m | = |m+n
m |− ∣∣ m−1+n

m−1

∣∣ ��� n = 100N
� <��� ��� �� 1

2C

√
n lnn≈ 18


0

0 1 2 3 4

8 18 28 38 48 58

–2 –1 x

m

a) |      |:100
m

б) f(x):


��� 	�� V��,��(�! n (� m G�����@ .%� 
O n = 100D 	 O n → ∞
S��� ���%��+ WO

!�������������" )������"����� ��� I������  �� |m+n
m | % ���� ����� ��"#����! n�

� ������� #u���=��  ���� � m
 k����� �������� �������� ���@ ���� � ����@ ����
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46+377� �����∣∣∣∣∣m+ n

m

∣∣∣∣∣ = p (n) −
∑
j>m

p (n− j) +
∑

j2>j1>m

p (n− j1 − j2)−

−
∑

j3>j2>j1>m

p (n− j1 − j2 − j3) + · · · ,

��������� p (n− j1 − · · · − jr) % ���� ����� ��"#����! n� ������� ������"�@� ��9;
��@ �"  ����! {j1, . . . , jr} ���� #� ���� ��"
 Q���=�� <�� ���

1
p (n)

∣∣∣∣∣m+ n

m

∣∣∣∣∣ = 1 − Σ1 + Σ2 − Σ3 + · · · , Σr =
∑

jr>···>j1>m

p (n− j1 − · · · − jr)
p (n)

. 6��7

��� ����  ��#� �� ������ Σr� ��� ��9�� ����=�� ������ ����=���� p(n−t)
p(n) 


?�� ��"��� ��������� �" 6
R7 ���������  ��

p (n− t)
p (n)

= exp
(
2C

√
n− t− ln (n− t) +O

(
(n− t)−1/2

)
− 2C

√
n+ lnn

)
=

= exp
(
−Ctn−1/2 +O

(
n−1/2+2ε

))
��� 0 � t � n1/2+ε.

6��7

������ ���� t � n1/2+ε� �� ����� p (n− t)/p (n) � p
(
n− n1/2+ε

)
/p (n) ≈ exp (−Cnε)�

"�� ����� ������� ��������� ���� ����=��  �� �@#�� ������� n
 b�������������
�� #�"������ ��9�� ������"����� ���#��9����

p (n− t)
p (n)

≈ αt, α = exp
(
−Cn−1/2

)
, 6�R7

��� ���� "�� ���! t � 0
 ?�������� �� �����

Σ1 =
∑
j>m

p (n− j)
p (n)

=
αm+1

1 − α

(
1 +O

(
n−1/2+2ε

))
+

∑
n�j>n1/2+ε

p (n− j)
p (n)

=

=
e−Cx

C

(
1 +O

(
n−1/2+2ε

))
+O

(
ne−Cnε

)
,

��������� α/(1 − α) = n1/2/C + O (1) � αm = n−1/2e−Cx
 p������ ��� ������
6��
 ����9����� 
R7 ����"���@��  �� ��� r = O (logn)

Σr =
e−Crx

Crr!

(
1 +O

(
n−1/2+2ε

))
+O

(
e−nε/2

)
. 6�-7

?������ % � <�� "��� �������� ���!���� �������� ���@ ����;����@ ���� � �#;
>�� ��� �� %  ���� ��� ����� 6��7 ������ (#���� � �����* �������� "�� ����� � ���
�������  ��

1 − Σ1 + Σ2 − · · · − Σ2r−1 � 1
p (n)

∣∣∣∣∣m+ n

m

∣∣∣∣∣ � 1 − Σ1 + Σ2 − · · · − Σ2r−1 + Σ2r 6�.7
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 ����� 2r #��"�� � lnn � n �������  ��� Σ2r  ��";
�� �!�� ���N ����� �#��"��� �� ���� ��� 6�+7� "� ����@ ����� �����  �� ������ ε
������"����� 2ε


k������ D ������� � ����  �� ���#���=��  ���� ��� �!���� ��"#����� �� ��
������ ������������ ��#�! 1

2C

√
n lnn+O (

√
n) � ��� ������� �� #���=�� n ������;

���  ���� ���9� ���@� ��������@ � �������"�������
 $�������9��� ���������
 �� �� #���� ��� ��"#�����  ���� +� � ����������� ���� �� �����@ �� ���������
V�������� "������ �� �� ����������� ��� � ��� �� �������� �������������
 �����
� �!�� #���� "��������� ���#����  ����s ?� ���
 
, ����"�� ��"������� ��� �!���
��"#����� ��������� � ���� ���� ����� ���#��9�@>����� � ���������! �����!
��� n → ∞


0 2 n

2 n

n

n


��� 
�� �%�$�! R��.�%�� S��O@ �)%�H
(�G�$�J-�! ��+G��(�� %��,��(��

8
 k������� 6}
 vBEoBTHB]7 mZ4.6" -2/04*,J+ Z5*).7" B.6
� $� 653�+7� R.
4R3-n
������ <������ ����� �#��������� �����  �� ��������  ���� ak #���=��� ��� �!����
��"#����� a1 . . . am #���� ������������� ���#��9������ "�����

e−Ck/
√

n + e−Cak/
√

n ≈ 1, 6�37

� ��� I������ #��� ������������ �������9���� � ������� ����
 ?�������� ���;
���� l
 $������ m&,]216+, *1 &(()*+, '235
� �� 6533-7� �
+4�..n ��"������ ���
"���@ ����  �� ���� ��� �!���� ��"#����� �� �� ������ ����� ln 2

C

√
n≈ 0.54

√
n�  ��

����������� � 6�37 � �=�#��! �� #���� O (
√
n lnn)1/2N ����� �#��"��� ����� +3� ����

�� �� V������� ��9�� � �������� �������� �@�I�

b �����! �������� ���� �� ���������� ������ ��"#����� n ��m  ����!� ���m %

I������������ ���� ���� ������ ���@>�� ������ #���� ���!� �� �� ��� ��"#�����
���@�

ak ≈ n

m
ln
m

k
6�,7

��� ������� �� #���=�� m
 ?� ���
 
5 ����"�� ��� �! n = 50� m = 5
 ) ��!����;
��������� ��� 9� ������ ���������� ��� m� �����>�� � ������ n� �� �� ��������@�
����=�!

√
n m��
 p
 )��=�� � �
 M��#��� � '.76.D '235" N
� � 6+,,57� ��-4�R.n




�� ������	
����
 ����� �����

0 n/m

m

2n/m


��� 
�� X)%�(�G�$�J-�! �%�$�! S

O .%� (���G�� m G�����

������� ������������� ��"#����! ���� ��� ������!=�@ ��I������@ � $��6$�

������ ����� ��"#������� ����� ������ ��� �� ������ ���� �����  ����!� �� � ��";
��� ��9��!  ����
 J�"#������ ������� ����� �� #���� m  ����!� ��9��� �" �������
�� ����������� l� ������������� � �������� �������������� m× l
 )�� ����� ��"#�;
���� �����������@� ������������� ���������9����� {m · 0, l · 1}� ���@>�� �����
n �������!N �������� ������������ ���������9����� �� �9� �"� ��� � ����9��;
��� �
5
+45R
 )  ��������� � ���������� ����9����� ��������� ��� ������� I��;
���� ��� ���� ����� �����#�� ���� ���� n �������!


2������ 7� e������
�� 	�
G����� n� ��
�	�� ���
�:
 �� G���� ��� �
 m ���
���
�� �	���@�$9�� �� 	�
��	� l� 	����

[zn]

(
l+m

m

)
z

= [zn]

(
1 − zl+1

)
(1 − z)

(
1 − zl+2

)
(1 − z2)

· · ·
(
1 − zl+m

)
(1 − zm)

. 6�57

	��� ��"������ ���� �� p
 ��=� 6O
 PF[Uj]7 m-./(3+7 E+1,K7 &62," B6*
� �
 6SFTG\�
5.�
7� �+
4�
5n
 '#������ ���������  �� ��� n → ∞  �������� ���������� ������
������ 5
 ���������� ���#��������� ����"��������� #���� �#>��� ��"������� ���;
������ � ����9����� 
3


,����% ��(�������� k����� �� "���� #����  �� ������� �� � ���� ���������
�������� ��"#����!�  ��#� � ������! �������@ �� ����� ������� ��������� ����;
����� S
 $�������9���  �� =��� S5� 
 
 
 � SR <���� ��������� �������@��� ����;
���������� T1 (n)� 
 
 
 � T6 (n) ��"
 ' �������  �� T1 (n) = 1 � T3 (n) = p (n)N �" "�����
�����I� ���������  �� T2 (n) = T5 (n) � T4 (n) + T5 (n) = T3 (n)
 &� ���������
� =��� S� �� ������ ��"� ��� ��9���� ��"#������ �����9�>��� +N ��������  �� <��
���������� p (n− 2) ��"


k���� �#��"��� ������������ ��"��9��� "������ ��������� S % ���� �����
���������! =��� SR� � ������� ��"��9�� ������� � ������ ��#�
 '����� ��#���;
=�� ��"��=����� ��������� ����  �� �������� ��������� "�� ���� � 2 � �������
a1a2 . . . ������ �� =���� S+ � SRN � ��9��� ����� "�� ���� � ���� ��� ����� �����;
=����� �� 5 ��#� �� =��� S�� ��#� �� =��� S�
 b�������������

T ′′
2 (n) + T6 (n) = p (n) − 1, 6�+7

��� T ′′
2 (n) % ���� ����� ��"� ����� =�� S+ ������������� am ������ "�� ���@ � 2


$���� T2 (n) = T ′
2 (n) + T ′′

2 (n)� ���  �� T ′
2 (n) % ���� ����� ��"� ����� =�� S+ ����;

��������� am ← 1
 k���� T ′
2 (n) + T4 (n) % ���� ����� ��"#����!� "���� ���@>����

�� 5� ��������������
T ′

2 (n) + T4 (n) = p (n− 1) . 6�
7



����� �����	��� �������� ������	
����� �����
�� ��

����� �� ���� ��� ������� ��� ���� ����� ��������!�  ��#� ���������� ��� ����;
��� ���� ����

(T1 (n) , . . . , T6 (n)) =
= (1, p (n) − p (n− 2) , p (n) , p (n− 2) , p (n) − p (n− 2) , p (n− 1) − 1) . 6��7

�" ����������� p (n) �� ���9� "���� ������� ���� ����� �� ������! �� ���� ��";
#������ (

T1 (n)
p (n)

, . . . ,
T6 (n)
p (n)

)
=

(
0,

2C√
n
, 1, 1 − 2C√

n
,
2C√
n
, 1 − C√

n

)
+O

(
1
n

)
, 6��7

��� C = π/
√

6 ≈ 1.283 6��
 ����9����� ��7
 '#>�� ���� ����� �#��>���! � ������
�� ���� ��"#����� ����������� ����� �#��"��� 4 − 3C/

√
n+O (1/n)


M��� ��	^�	 ��/	��� ��������	
��� 
�� ���������� 	� �� �	���	 �	����

��	����� ���	����
� ���	�
� �	 � ���� �������	 
������������

��	�� �� 	���������

 _�	���� R���� "`)3+&', S%*)'-�
a�������� ����� "4) 8&'$2$23+) b%G)'3'%G- ";]Oc-

p������� O #���� ���9�� ��� �����"�� �� �� ��9��� ��� �������� ����"���
�����@@ ������� ������� ��� ��#���
 ��@ ���! ���� ���! �������� "�� ���� j�
�������=��� �������� ��� �������� aj < a1 − 1
 $��������������� "�� ���� j ���
m = 4 � n = 11 ����� (2, 2, 2, 3, 2, 2, 3, 4, 2, 3, 5)� � �� "��� ����  �� j = bl−1 + 1�
��� b1 . . . bl % �����9����� ��"#����� (a1 . . . am)T 6��
 6-7 � 65+77
 t�� }
 ��������
��� �! j = 2� ��������� �� �� ������ ���#����  ���� ����� ������ �� � � ��� �����
�#��#���������


$���� cm (n) % ��������� �#>�� "�� ���� j − 1� ���������������� �� ���� | n
m |

��"#������� ��������������� ���������� }
 ?�������� c4 (11) = 1 + 1 + 1 + 2 +
+ 1 + 1 + 2 + 3 + 1 + 2 + 4 = 19
 &� ��9�� ������������� cm (n)

/| n
m | ��� ����=�!

����"����� ������� ��#��� �� ���� ��"#������ ��������� ����� ��#��� ���#����
���������� =���� }� � }R ���#� ��������������� j − 2
 	�� ����=���� cm (n)

/| n
m |

�� ������ ����� ��������� cm (m) = m� � �� ����� ��� |m
m | = 1
 '����� �����@>��

������� ����"������  �� �������� } ������� �� <II�������


2������ G� f�	� �
�����
� cm (n) ����	�
�� a �� �	���@��
 3 | n
m | +m"

!�������������" &� ��9�� ����� ����������  �� cm (n) ������������� ���� 9�
������������� ������=���@�  �� � | n

m |� � ������
cm (n) = cm−1 (n− 1) + cm (n−m) ��� m,n � 1, 6�R7

���� �� ������������ ��������� cm (n) = 1 ��� 1 � n < m 6��
 6
377
 '�����
����� ��� ������� ������ �����

cm (0) = [m > 0] ; c0 (n) = 0. 6�-7

) ��#�
 
 ����"��� ��������� cm (n) ��� ����� m � n




�� ������	
����
 ����� �����

������� 
� Y�������� ��)�%���� Z

n c0 (n) c1 (n) c2 (n) c3 (n) c4 (n) c5 (n) c6 (n) c7 (n) c8 (n) c9 (n) c10 (n) c11 (n)


 
 � � � � � � � � � � �

� 
 � � � � � � � � � � �

� 
 � � � � � � � � � � �

� 
 � � � � � � � � � � �

� 
 � � � � � � � � � � �


 
 � � � � 
 � � � � � �

� 
 � � � 
 
 � � � � � �

� 
 � � � � � � � � � � �

� 
 � 
 � �� � � � � � � �

� 
 � 
 �� �� �� � � � � � �

�
 
 � � �� �� �� �� �
 � � �
 �

�� 
 � � �� �� �� �� �� �� �
 �
 ��

��� ����"��������� ������� �� ����9�� �� ����� ���� #���� ������! ��"�������

cm (n) � 3

∣∣∣∣∣nm
∣∣∣∣∣ + 2m− n− 1 ��� n � m � 2. 6�.7

) ����9����� �, ����"����  �� <�� ����������� ����������� ��� m � n � 2m�
� "�� ��� ����"��������� #���� "����=���� ���� �� ����9�� ��� ��� n > 2m
 ) <���
��� �� �� �������� �� �����

cm (n) = c1 (n−m) + c2 (n−m) + c3 (n−m) + · · · + cm (n−m) �

� 1 +

(
3

∣∣∣∣∣n−m

2

∣∣∣∣∣ + 3 − n+m

)
+

(
3

∣∣∣∣∣n−m

3

∣∣∣∣∣ + 5 − n+m

)
+ · · ·+

+

(
3

∣∣∣∣∣n−m

m

∣∣∣∣∣ + 2m− 1 − n+m

)
=

= 3

∣∣∣∣∣n−m

1

∣∣∣∣∣ + 3

∣∣∣∣∣n−m

2

∣∣∣∣∣ + · · · + 3

∣∣∣∣∣n−m

m

∣∣∣∣∣− 3 +m2 − (m− 1) (n−m) =

= 3

∣∣∣∣∣nm
∣∣∣∣∣ + 2m2 −m− (m− 1)n− 3;

� 2m2 −m− (m− 1)n− 3 � 2m− n− 1� ��� ��� n � 2m+ 1


?��� 6��# ��# ��%������� $�� ��������� ��"#����! � ���� ���� �����  ����!
c1 . . . cn 6��� � ����9����� �7 �� ��9��� =��� �"�������� �� #����  ������ "�� �;
��! cj 
 '����� �� ��9�� ������ ���� ������"������� �"������� ���������  �;
���!� ��������� ��"#����� ����� �#��"���  ��#� �����@>�� "� a1a2 . . . an ��"#�����
���� ����� ������! ���������! aj ← aj + 1 � ak ← ak − 1 ��� ��������� j � k� ���



����� �����	��� �������� ������	
����� �����
�� ��

� ��������� �����;�����=�� � ��"���� -
+
5


 	�� ���"������� ������ ��"��9���N
��� n = 6 ������� �����������! �����# ����! ����������

111111, 21111, 3111, 2211, 222, 321, 33, 42, 411, 51, 6. 6�37

) �#>�� ��� �� | n+m
m | ��"#����! n �� #����  �� �� m  ����! ������ ����� #���

������������� �������>�� ����� 8���

Q�������  �� α → β % ���������! ������� �� ������ ��"#����� � ������� �����

� ������ ������ ����� �� ���� ��� ��������� V������� ��� β ����� ������>����
������ ����! �� �� � ��������� V������� ��� α
 k���� �#��"��� αT → βT ���9�
�������� ���������� ���������
 '��@�� ��������  �� ��9��! ��� 8��� ��� ��"#�;
���� �� #����  �� �� m  ����! ������������� ���� 8��� ��� ��"#����! ��  ����� ��
����������>�� m
 &� #���� ��#����� ������ � <��� ��������� ������ �����


'#>�� ���� ����� ����� 8��� ��� ��"#����! � ��� ������� ��� n = 7 �� �+� ���
n = 8 % R�+� ��� n = 9 % +3. .3R� ��� n = 10 % ++35 5,, �.�
 '����� ������� �������
���������� �� ���"������
 )�������� ��� ��� � ����  �� ��=� ��������� ��"#�����
���@� ������ ���� ������!� � ������ ��"#����� dn/d ��� 1 < d < n � n� �������
d
 L ����� ��"#����! ����=�����@>��� � �������@>��� ���9�� #��� ��"#�����{
(d+ 1) dn/d−2 (d− 1) , dn/d−1 (d− 1) 1

}
� � <�� ���#������� ����9�� ����@ ��� �@#�!

������! ����������! ������

����� b<���9 6PFTHF 0FcF`B7 mN" &)J.4*35/7� �
 653.37� �--4�3�n ��=�� �����#

����������� <��� ���������! ����! ����� ��=� ��#���=�! ���9�����
 $����

μ (m,n) =
�n/m
︷ ︸︸ ︷

m m . . . m (n mod m) 6R,7

������������ ��#�! ����������I� ���� ���#���=�� ��"#����� n �  ������� �� ���;
��=�@>��� m
 ?�=� ���� ������� � ���������� ���������� ������������ ����!
8��� L (m,n) � M (m,n) �� ��"#����� 1n �� μ (m,n)� ��� L (m,n) �������� �� ����
��"#�������  ���� ������� ������ ��� m� � �� ����� ��� M (m,n) ���#����� ��
������ �� <��� ��"#������� �� � ���@ ��� ��"#������ ���#���=��  ���� ����;
��� ����� m+ 1� ��� ��������  �� ��� ��� ��  ���� ������ ����=� m
 ?��������
L (3, 8) % 55555555� +555555� 
55555� ++5555� +++55� ++++� 
++5� 
+555� 

55� 

+� � ��
����� ��� M (3, 8) %

11111111, 2111111, 221111, 22211, 2222, 3221,
3311, 32111, 311111, 41111, 4211, 422, 332;

6R57

�������������� ��"#������ �� ���@>���� � �� ��@� ��� (������������ ��������*
6�G``HB T__E7 � ������  ����� ��������
 &� ��������� L (m,n) ��� ���� n � 0�
� M (m,n) % ������ ��� n > 2m
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����
 ����� �����

L���
 ��#��������#�� �����@>�� ������������ ������@������������ ��� ��;
��>���� ��� m = 5�

L (5) =

⎧⎪⎨⎪⎩
L (3)
4L (∞)R

5L (∞)

⎫⎪⎬⎪⎭ ��� n � 7;

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

L (3)
4L (2)R

5L (2)
4 3 1
4 4
5 3

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
��� n = 8;

⎧⎪⎨⎪⎩
M (4)
5 4L (4)R

5 5L (5)

⎫⎪⎬⎪⎭ ��� n � 9;

6R+7

M (5) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

L (4)
5L (4)R

6L (3)
6 4L (∞)R

5 5L (∞)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
��� 11 � n � 13;

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

L (4)
5M (4)R

6L (4)
5 5 4L (4)R

5 5 5L (5)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
��� n � 14. 6R
7

Q���� �������� n � L (m,n) � M (m,n) ���>��� ��������� ��9�� #��� ������� �"
���������N ���������������  �� ��9��� L � M ��������@� ��"#����� ��� �@#���
���� ������ ����@>����� ����� �� ������ �������>��  ����!
 k��� ��������� 6R
7
���"������  ��

M (5, 14) = L (4, 14) , 5M (4, 9)R , 6L (4, 8) , 5 5 4L (4, 0)R , 5 5 5L (5,−1) ;

������������������ L (5,−1) � ��!������������� ������� � L (4, 0) ������������ ��;
#�! �����@ ������� ���  �� ���������  ���� M (5, 14) ����� 5 5 4 = μ (5, 14)� ���
� ���9�� #���
 Q����� L (∞) �"�� ��� L (∞, n) = L (n, n)� ���� 8��� ���� ��"#��;
��! n� �� ���@>���� � 1n � "���� ���@>���� n1


) �#>�� ��� �� L (m) � M (m) ��������@��� ��� ���� m � 3� �� ����� ������
� ���� 9� ���������� ���� ��I�� +� 
� �� � � R � 6R+7 � 6R
7 "������� ��������������
�� m− 3� m − 2� m− 1� m � m+ 1
 �����"��� n � 7� n = 8 � n � 9 ������>�@���
� n � 2m−3� n = 2m−2� n � 2m−1N �����"��� 11 � n � 13 � n � 14 ���������� ���;
��"����� 2m+1 � n � 3m−2 � n � 3m−1
 $����������������� L (0)� L (1)� L (2) ���;
@� � ������� ������������ ��������� <�� ���� ����������� ��� m � 2
 $��������;
���������M (2) ������������ ��#�! 1n, 21n−2, 31n−3, 221n−4, 2221n−6, . . . , μ (2, n) ���
n � 5


2������ E� #�
� ?	�: L′ (m,n) ��: m,n � 0 � M ′ (m,n) ��: n � 2m + 1 � 5
��9��
��$
 ��: ���� 	�
G����� � ���������� ��@� �����
����� 
� ����$������
�����: L′ (4, 6)" e	��� 
���� L′ �M ′ ������
��	:$
 �
������ 	���	��:� R��T � R�ST�

� ����$������ ���������� �������"

!�������������" )�=� �� ���� ����  �� 6R+7 � 6R
7 ����
 ��#��������#��N  �;
������ ��9�� �#��������  �� "���������� ��"����@� ������ � ��� �� L (4, 6)� ��;



����� �����	��� �������� ������	
����� �����
�� ��

��� 6R+7 ����

L (4, 6) = L (2, 6) , 3L (1, 3)R
, 4L (1, 2) , 321, 33, 42 =

= 111111, 21111, 2211, 222, 3111, 411, 321, 33, 42.
6R�7

e��� m > 4� ��� � �������� ��������� ������� �� ����� L (m− 2, 2m− 2) � �� ���
(m− 1)L (m− 3,m− 1)R �������� ��������� �� (m− 2) (m− 2) 2 � (m− 1) (m− 3) 2

L������������������ ���� L (4, 6) �� ��>�������� ��������� ��� ���� 8���  ���" <��
������ ��"#����! ���9�� "���� ������� ����� �" �����@>�� ��"#����!� �55� 

�

555� +++� ++55


��� ����  ��#� ��!�����"����� <�� �������@� ���#������ ��������� ��������;
��� L (m,n) �M (m,n) � ������ ������� ��� ��"������� (������������ ����������;
��* L (4, 6)
 '��� �" ������� ����! ������� � �����@>�� �������������

L′ (4, 6) = 111111, 21111, 3111, 411, 321, 33, 42;
L′ (3, 5) = 11111, 2111, 221, 311, 32.

6R�7

k���� �#��"��� �� �������� � L (4, 6) +++ � ++55N �� ���9� �����������������
L (3, 5) ����  ��#� +555 #��� �� ��������� � ++5
 ) <��� ��� ��� ��� �������������
����9����� R,� ������ ����� (�����������* ��� ��"#������ ���������@>�� � L (4, 6)


���	������

� �� m<=? n ?�!���� I������ ��� �#>��� ���� ����� ��"��>���! � ��9��! �" "��� 
����������"��� ��
 ?�������� ���� ����� n;�����9�! �" m ��>�! ����� mn
 6)��;
����"�!���� �#�"�� ����� �" 6
.7 ���� ��� <�� ��9��� � #����� ����������  ��#�
��=� I������ ����������� ��9� ��� "�� ����� m = 0 ��� n = 0
7

� �� m=A n $���9����  �� ��#���=�� �"������� =��� }5 ���� ��������� ������! ��;
�������� ��� ��"#����� n �� ����� ��� �� m  ����!


�� m<?J n J�"#����� a1 + · · · + am  ���� n �� m  ����! a1 � . . . � am ���
������

�������
	������ ���� |ai − aj | � 1 ��� 1 � i, j � m
 ����9����  �� ������� �����
���� ����� ��"#������ ������ #� �� #��� n � m � 1� � ��������� ������@ I�������
����9�@>�@ j;@  ���� aj ��� I�����@ �� j� m � n


$� m<== n 68����� 	���� 6^GxB_X DjTHGUj7� 53-�
7 ������ ����������I� ���� ���;
����=�� ��"#����� n� � ������� ���  ���� � rs ?�������� ��� n = 19 � r = 5
����� % -RR


� �� m=> n J�"��#���!�� ��������� ������! ���������� ��� ��"#����� n � ���� ����;
 �����  ����! c1 . . . cn �" 6.7
 b��������!�� �� � ��������� �������� �
�
 ����������;
I� ����� ������� cn . . . c1� ������! <����������� ����������I� ������ �������
�����������@>�� ��"#����! a1a2 . . .
 ��� <II���������� ������9���!�� ��#����
���"�! l0l1 . . . ln� ����@�  �� ���� ��"�� ��� "�� ���� k� ��� ������� ck > 0� ����;
������@� ��#�! k1 < · · · < kt� ��

l0 = k1, lk1 = k2, . . . , lkt−1 = kt, lkt = 0.

6k��� ��"#����� 

5 #���� ������������ ��� c1 . . . c7 = 1020000� l0 = 1� l1 = 3 � l3 = 0N
��� �� ���"� l2� l4� l5� l6� l7 ����� ��������� �@#�� "�� ����
7



�� ������	
����
 ����� �����

�� m=A n J�"��#���!�� �������� ��� �� ������� b1b2 . . . = (a1a2 . . .)
T ��� "��������

a1a2 . . .



� m<=A n $�������9���  �� a1 . . . an � a′1 . . . a
′
n % ��"#����� n� ������  �� a1 �

· · · � an � 0 � a′1 � · · · � a′n � 0� � ����� �� �����������@� �����9����� ��"#�����
b1 . . . bn = (a1 . . . an)T � b′1 . . . b

′
n = (a′1 . . . a

′
n)T 
 $���9����  �� b1 . . . bn < b′1 . . . b

′
n

����� � ������ ������ ����� an . . . a1 < a′n . . . a
′
1


�� m?F n $���� (p1 . . . pt, q1 . . . qt) % ������� ������������� ��"#����� a1a2 . . .� ���
��������� � 65�7 � 65R7
 ����! ��� � <��� ��� �� ����� �����9����� ��"#�����
(a1a2 . . .)

T = b1b2 . . .s

	� m== n $���� a1a2 . . . am � b1b2 . . . bm = (a1a2 . . . am)T % �����9����� ��"#�����

$���9����  �� ���������9����� {a1 + 1, a2 + 2, . . . , am +m} � {b1 + 1, b2 + 2, . . . ,
bm +m} �����


�
� m=? n $�� ������������ ��"#����! "� ����@ ����"���� ���"���@��� #�������
������� ���� ������� ������ 17 ������� ������� ���@ ��� ��� ��"#����� ���� �����
 ����N 77 ������� ������� ���@ ��� ��� ��"#����� ������� ������ n 6�� �������
����"��� ������ ��� n = 87


1

11

21

22 31

32 41

111

1111

11111111

2111111

221111

22211

2222 3221

332 422 431 521 611

3311 4211

32111 41111

5111

311111

211111111

211

221 311

2

3

4

5

44 53 62 71

8
a) b)

)������� �#>�� �������� ��9�>�� � ������ <��� ����������!
 ����! ������� �#;
���� ������ ������������� ����������I� ������ ������� ��"#����!s

��� m<== n b������ ������� �����#�� "�������� ���� ���� �������� ������������
5� +� �� 5,� +,� �, �K��� 5,, ������s p ���� ��9�� ������"����� �� #���=� ����
����� ��9���� �����������s

� ��� m<=? n 6q
 	!��� 6r
 D[HBT7� 5-�,
7 )������"�!���� ����"����>�! I������! ���
����"��������� �����  �� ���� ����� �����#�� ��"#����� n �� 	���
����  ���� �����
���� ����� �����#�� ��"#����� n �� ��������  ����
 ?�������� 5 = 4 + 1 = 3 + 2N
5 = 3 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1


L	
�����
�� ��� �����@>�� ����9����� ������"�@� ���#��������� ������
��� ����"��������� ���=�����! <��! "��������! �������


� ��� m<== n 6V
 V������� 6W
 WTFXYHGX7� 5..+
7 ?�!���� �"����� ����"�� ��� �������;
����� ��9�� ��"#������� n� ������� ���@� ����� k  �����  ����!� � ��"#�������
n� � ������� ��9�� �I���������� k ��� ������  ����!
 6?�������� � ��"#�����
.RRR�

+55555 ���@��� ���� RR� 

� 55 � 55� ���  �� k = 4
 b�� �! k = 0 �������;
������ ��"�������� ���� ������ 	!�����
7



����� �����	��� �������� ������	
����� �����
�� ��

�$� m<=G n 6�
�
 b��������� 6d
d
 0]HcB\aBT7� 5..+
7 ?�!���� �"����� ����"�� ���
������������ ��9�� ��"#������� n �� ��"�� ���  ���� a1 > a2 > · · · > am� � ����;
��� ������� ����� k (���������* aj > aj+1 + 1� � ��"#������� n �� �� �����  ����
� k + 1 ��"���� "�� ������
 6?�������� ��� k = 0 <�� ���������� ����"������  ��
���� ����� �����#�� "������� n ��� ����� ���������������� �����  ���� �����
���� �����  ����� ��������! n
7

��� m<=A n 6�
�
 b��������� 6d
d
 0]HcB\aBT7
7 ?�!���� ����"����>�@ I�����@ ���
���� ����� ��"#����!� ����@>���� �������	�6�����
 6�
�
 ������  �� α = αT 7


��� m<=? n ?�!���� ����"����>�@ I�����@ ��� ��"#����! ����� k � ��������;
��!�� �� �� k ��� ���� ���� �������������� ��9������


�
� m<=@ n N�O�$
������ 	���
��
�� 6y_GXa oFTaGaG_X7 n ��"������� ���� �������;
�����������! (a1, . . . , ar; b1, . . . , bs) ����9�������� �����  ����� � �������

a1 � · · · � ar, b1 > · · · > bs � a1 + · · · + ar + b1 + · · · + bs = n.

k���� �#��"��� ��� s = 0 �� ���� ��� �#� ��� ��"#������ � ��� r = 0 % ��"#�����
�� ��"�� ���  ����


F7 ?�!���� ������@ I������ ��� ����"����>�! I������
∑
ur+svszn� ��� �����;

������� ����������� �� ���� �#:��������� ��"#������ n � r �#� ���  ����!
ai � s ��"�� ���  ����! bj


C7 p������ ��� ��!���� ������@ I������ ���
∑
vszn� ��� ������������ �����;

������ �� ���� �#:��������� ��"#������� ������� ������� ����� �" r + s = t
 ����!� ��� "�������� "�� ���� t


U7 ����� ��9������ �� ������s

� ��� m<=> n 6����� Q�!��#����� 6w_T_X �BGHCBT`BT7
7 $���9����  �� ��>������� �"�;
���� ����"�� ��� ������������ ��9�� ������ ������������������! �����  ����
(a1, a2, . . . , ar; b1, b2, . . . , bs)� ������  ��

a1 � a2 � · · · � ar, b1 > b2 > · · · > bs,

� ������ ������������������! �����  ���� (c1, c2, . . . , cr+s; d1, d2, . . . , dr+s)� ������
 ��

c1 � c2 � · · · � cr+s, dj ∈ {0, 1} ��� 1 � j � r + s,

���"����� ����������� ��� ���������9����

{a1, a2, . . . , ar} = {cj |dj = 0} � {b1, b2, . . . , bs} = {cj + r + s− j|dj = 1} .
) ��"������� ���� ��� ���������� ��9������∑

a1�a2�···�ar

b1>···>bs>0

ur+svsza1+···+ar+b1+···+bs =

=
∑

c1�···�ct>0
d1,...,dt∈{0,1}

utvd1+···+dtzc1+···+ct+(t−1)d1+···+dt−1 .



�� ������	
����
 ����� �����

�	� m<=? n 6	
 8�!�� 6D
 }BGXB7� 5.�-
7 ����9���  ��������������� ����� ��9��;
����

∞∏
m=1

(1 − wxzm) (1 − wyzm)
(1 − wzm) (1 − wxyzm)

=

=
∞∑

k=0

wk (x− 1) (z − 1) · · · (x− zk−1
)
(y − 1) (y − z) · · · (y − zk−1

)
zk

(1 − z) (1 − z2) · · · (1 − zk) (1 − wz) (1 − wz2) · · · (1 − wzk)
.

D�����
�� ��������� ������������ �� k ��� l � I������

∑
k,l�0

ukvlzkl (z − az)
(
z − az2

) · · · (z − azk
)

(1 − z) (1 − z2) · · · (1 − zk)
(z − bz)

(
z − bz2

) · · · (z − bzl
)

(1 − z) (1 − z2) · · · (1 − zl)

� ����������� ����>����� ��"����@>�� ��� b = auz


� �
� m<=? n b������ ���#��"������� ������� "�!��� �� ������� ��#���� ��"#�;
���!  ���� p (n) ��� 1 � n � N � ������"������� ������������� ������=����
	!���� 6+,7s

��� m<=? n 6q
 	!��� 6r
 D[HBT7
7 $���� q (n) % ���� ����� ��"#����! �� ��"�� ���
 ����
 ��� �� =� �� ������ q (n)� "��� "�� ���� p (1)� 
 
 
 � p (n)s

��� mE<=? n 6q
 	!��� 6r
 D[HBT7
7 $���� σ (n) % ����� ���� ����9�������� ����;
����! ����9��������� ������  ���� n
 k���� σ (n) = n+ 1 ��� �������� n � ��9��
���"����� ��>�������� #���=� n ��� (����������������* n
 ����9����  ��� ������;
�� �� ������� �� ����� ��� ���������� σ (n) ������������� �� �� ������ 9� �����;
�������� ������=���@ 6+,7�  �� � ���� ����� ��"#����!�

σ (n) = σ (n− 1) + σ (n− 2) − σ (n− 5) − σ (n− 7) + σ (n− 12) + σ (n− 15) − · · ·
��� n � 1� � ��� ���� ����  ��� ���� � �����!  ���� ����� �����  ��� fσ (0)g� ������
���� ������"����� "�� ���� fng
 ?�������� σ (11) = 1 + 11 = σ (10) + σ (9) − σ (6) −
− σ (4) = 18 + 13 − 12 − 7N σ (12) = 1 + 2 + 3 + 4 + 6 + 12 = σ (11) + σ (10) − σ (7) −
− σ (5) + 12 = 12 + 18 − 8 − 6 + 12


��� mE<=F n ������"�!�� ��9������ M��#� 6537 ��� ����"��������� �>� ����! ��;
�����! �� I�������

∞∏
k=1

(
1 − zk

)3
= 1 − 3z + 5z3 − 7z6 + 9z10 − · · · =

∞∑
n=0

(−1)n (2n+ 1) z(
n+1

2 ).

�$� m<=@ n 6b
 J������9�� 60
 ZFEFX[yFX7� 5353
7 $���� A (z) =
∏∞

k=1

(
1 − zk

)4



F7 ����9����  �� [zn]A (z) ������ �� ���� n mod 5 = 4


C7 ����9����  �� ��� 9� ���!����� �#������ [zn]A (z)B (z)5� ��� B % ����"����;
��! ��������! ��� � ������ ��<II���������


U7 b������������� p (n) ������ ����� ���� n mod 5 = 4




����� �����	��� �������� ������	
����� �����
�� ��

��� mE<=J n L�� =��� ������ lnP (e−t) 6++7 ��� ����>� 6F7 I������ ���������;
��� 	!���� � 6C7 ����#��"������ &������
 D�����
�� ��������I�� ����� I������
Li2 (x) = x/12+x2/22+x3/32+ · · · ������������� ������=���@ Li2 (x)+Li2 (1 − x) =
= ζ (2) − (lnx) ln (1 − x)


��� mP<== n ) ����9����� �
+
+4�� � �
+
+4�5 �� ����������� ��� �����#� ����"�;
�������� �����  ��

∞∑
k=1

e−k2/n =
1
2
(√
πn− 1

)
+O

(
n−M

)
��� ���� M > 0.

$���9����  �� I������ ������������ $������� ���� #���� ������! ��"������


�
� mE<=> n )� ������ 6+37 � "����=��� �� �������� �������>�� � ������� w


��� mE<�= n 6�
8
 q���� 6w
}
 rBjEBT7
7 $���9����  �� ��<II������� ~����4
J������9���4J��������� Ak (n)� ������������ � 6
�7� �#����@� �����@>��� "�;
�� ��������� ���!�������

F7 ���� k �� ����� �� A2k

(
km+ 4n+

(
k2 − 1

)
/8

)
= A2 (m)Ak (n)N

C7 ���� p % �������� pe > 2 � k⊥2p� ��

Apek

(
k2m+ p2en− (

k2 + p2e − 1
)
/24

)
= (−1)[p

e=4]
Ape (m)Ak (n) ;

U7 � <��! I������ k2 + p2e − 1 ������ +�� ���� p ��� k ������� �� + ��� 
N � ���;
������ ��� �� ������� �� +� ���9�� ����������� �� �����@ pekN

x7 ���� p % �������� |Ape (n)| < 2[p>2]pe/2N

B7 ���� p % �������� Ape (n) �= 0 ����� � ������ ������ ����� 1 − 24n % ������;
�� ��! �� �� �� �����@ p � ��#� e = 1� ��#� 24n mod p �= 1N

i7 ����������� �����  �� Ak (n) = 0� ���� k ������� ����� �� t �������  ����� ��
����=�� �� � n % ��� �!���  ����� ���#��"������� ����� 1 − 2−t


� �	� mM16n '#�#>�� 6�57� �� ������ �����
∑

a1�a2�···�am�1 z
a1
1 za2

2 · · · zam
m 


�
� m<?J n ?�!���� I������ ��� ����

6F7
∑
k�0

∣∣∣∣∣n− km

m− 1

∣∣∣∣∣ ; 6C7
∑
k�0

∣∣∣∣∣ n

m− k

∣∣∣∣∣ .
6	�� ����� ���� ��� ��������� ��� #���=�� k �����������  ���� ����� ,
7

��� m<=� n 6p
 �� &����� 6O
 wB z_T`FX7� 5.�

7 $���9����  �� | n
2 | = �n/2� � | n

3 | =
=

⌊(
n2 + 6

)
/12

⌋
N ��!���� ������� ��@ I������ ��� | n

4 |

��� m<?F n ����9����  �� | n

m | � p (n−m) ��� ���� m,n � 0
 ) ����� ��� �� ����;
������� ������>����� � ���������s



�� ������	
����
 ����� �����

��� mE<=A n )������"�!���� ��� I������  �� ������� �����
(

n−1
m−1

)
������
 
# n

�" m  ����! 6��
 ����������� �����"���� � -
+
5

46377� ��� ����"��������� ��9��!
������� | n

m |
 Q���� ���������� m = �√n� ��� ���� ���� <����������! ��9��!
������� p (n)


� �$� mE<=? n $���9����  ��
∣∣ n−m(m−1)/2

m

∣∣ % ���� ����� ��"#����! n �� m ��"�� ;
���  ����!
 k���� �#��"���∣∣∣∣∣nm

∣∣∣∣∣ =
nm−1

m! (m− 1)!

(
1 +O

(
m3

n

))
��� m � n1/3.

��� mE<=? n J��������� ������������� �����������! 	���=�4q����� 6�
7


F7 ����� "�� ���� x ���#���� ��������s

C7 ����� "�� ���� x �������� �������!s

U7 ����� "�� ���� x �������� ������� "�� �����s

x7 |��� ����� ����������� ����������s

��� mE<=� n ����9��� ��@ ���@ ������ 6�-7� ���#������@ ��� ������� D


�
� m<== n ����9��� ����� 6�.7 � ����  �� ��� ������"������ �������� ���@ ����;
����@ ����  ���� ��� ����� (#���� � �����* �������� "�� ����� ��������"�������
������� ��" ��"#����� ����� � q ��"�� ����  ������� ����������>��� m� � ���;
������ � r;!  ���� ��! �����


��� m<=A n ������ ����"����>�� I������ ��� ��"#����! n ����� ��m  ����! � ���;
#���=�!  ����@ ls

� �	� mM25n 6V
 V������� 6W
 WTFXYHGX7
7 '#�#>�� ������� P� ����9����  �� ���
0 � k � m

[zn]

(
1 − zl+1

)
. . .

(
1 − zl+k

)
(1 − z) (1 − z2) . . . (1 − zm)

������������ ��#�! ���� ����� ��"#����! a1a2 . . .  ���� n �� m ��� ����=�� ����;
 �����  ����!� �#����@>�� ��� ���!������  �� a1 � ak+1 + l


$
� m<== n 6p
 ��=� 6O
 PF[Uj]7
7 |�� ������������ ��#�! ����"����>�� I������
��� ��"#����! �� m  ����!� ��� ���  ���� 	���
��� � ����=� ls

$�� mE<�= n J��=����� I������ ~����4J������9���4J��������� 6
+7 ��� ����;
 ���� �����>����� ���� ��� ��"#����! n �� #����  �� �� m  ����!� �� ���� �"
������� �� ����������� l


$�� mE<�= n ?�!���� ������ ���@>�@ �#������ ������� ��@ 6�37� ��� ��� �!���
��"#����! n �� #����  �� �� θ

√
n  ����!� ��� ��  ���� �� ����������� ϕ

√
n� � ����;

����9�����  �� θϕ > 1


$�� m<=? n b������ ��� "������� n � k ������� ��"#����!  ���� n� ������  ��
a1 > a2 > · · · > aks



����� �����	��� �������� ������	
����� �����
�� ��

� $$� mM22n L ������ ���� ����� ��"#����!  ���� n ��� �������=��  ���� �����s

$�� mE<=? n )� ������ ��������� ����� "�� ���� p (n− 1)/p (n) � ������������!
�=�#��! O

(
n−2

)



$�� m<=A n |�� #���=� % T ′
2 (n) ��� T ′′

2 (n) % � ������ �����"� ��������� Ss

� $
� mE<== n 6p
 ?������� 6O
 2GyBXj[G\7 � 8
b
 )���I 6}
0
 AGHi7� 53-�
7 $��;
�������! ����� ������! ��������� ����������� �� ��#���� ���� ���� ��"#����!
p (0) , p (1) , . . . , p (n)� ���������� ��� �!��� ��"#�����  ���� n � ������"������� ����;
��������� � ���� ���� �����  ����! 6.7
 ����9����  �� �� ���������� ��� ��"#�����
� ���������! �����������@


=�� m��������"����
n L��������� m ← n � c1 . . . cn ← 0 . . . 0


=�� m)��������sn Q����=��� ��#���� ���� m = 0


=�� m8��������
n b������������ ��� �!��� �����  ���� M � �����"��� 0 � M <
< mp (m)


=$� m)�#��  ����!
n L��������� s ← 0
 Q���� ��� j = 1, 2, . . . , n � ��� k = 1, 2, . . . ,
�m/j� ����������� ������������� s ← s+kp (m− jk) �� ��� ���� ���� �� #����
��������� ������� s > M 


=�� m'#��������
n L��������� ck ← ck + j� m ← m− jk � ��������� � =��� 2+


D�����
�� �� =��� 2�� ���������� �� ��9������

m∑
j=1

�m/j
∑
k=1

kp (m− jk) = mp (m) ,

��#������� ���� "�� ���!(j, k) � �����������@ kp (m− jk)/(mp (m))


$�� mE<�A n $�������"���!�� ����� ��#��� ��������� �" �������>��� ����9��;
���


� $	� mE<=@ n

F7 ����! ��� ����� ����"����>�� I������ F (z) ��� ����� �������=��  ����!
���� ��"#����! ns 6J�� �� ������� � z + 3z2 + 5z3 + 9z4 + 12z5 + · · · 
7

C7 ?�!���� ��������� ����� "�� ���� [zn]F (z) � ������������! �=�#��!O
(
n−1

)



�
� mE<>> n '#�"�� �� � ������������ ������=����� 6�R7 � 6�-7 c (m) = cm (2m)


F7 ����9����  �� cm (m+ k) = m− k + c (k) ��� 0 � k � m


C7 b������������� 6�.7 ����������� ��� m � n � 2m� ���� c (m) < 3p (m) ���
���� m


U7 $���9����  �� c (m) −m ����� ����� ������ �������=��  ����! ���� ��"#�;
���! m
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 ����� �����

x7 ?�!���� �"����� ����"�� ��� ������������ ��9�� ����� ��"#������� n� � ��;
����� ������ �������=��  ���� ����� k� � ����� ��"#�������  ����� �� ���;
��=�@>�� n� � ������� �������=��  ���� ����� k + 1


B7 '��=��� ����"����>�@ I�����@
∑

m�0 c (m) zm


i7 b����!�� ������  �� c (m) < 3p (m) ��� ���� m � 0


��� m<�@ n )�������� ��������! �����" ��������� }


� ��� m<=? n ����! ��� ����� ���������� ��"#������ ��������������� ���������� S
��� n = 64s D�����
�� p (64) = 1 741 630 = 1 000 000+ | 7713 |+ | 6010 |+ | 478 |+ | 355 |+ | 273 |+
+ | 222 | + | 181 | + | 150 |


� ��� m<=? n ����! ��� ����� ���������� ��"#������ ��������������� ���������� }
��� m = 32 � n = 100s D�����
�� 999 999 = | 8012 |+ | 6611 |+ | 507 |+ | 416 |+ | 335 |+ | 264 |+ | 214 |


� �$� m<>A n J�"#����� α = a1a2 . . . ��6�	
�
	��� 6EFy_TG�B7 ��"#����� β = b1b2 . . .�
 �� "����������� ��� α � β ��� β � α� ���� a1 + · · · + ak � b1 + · · · + bk ��� ����
k � 0


F7 ������� ��� ��9�� �����9������ �" α � β �������� α � β 6����������I� �;
���7s

C7 ������� ��� ��9�� �����9������ �" α � β �������� βT � αT s

U7 $���9����  �� ��� �@#�� ��"#����� n ���@� ���#���=�@ ��9�@@ �������
α∧β� ����@�  �� α � γ � β � γ ����� � ������ ������ ����� α∧β � γ
 $��������
��� ��9�� �� ������ α ∧ β


x7 p������ ��� ��������� ��� �� ������ �������=�@ �����@@ ������� α ∨ β�
����@�  �� γ � α � γ � β ����� � ������ ������ ����� γ � α ∨ β


B7 e��� α ����� l  ����!� � β ����� m  ����!� �� �������  ����! ���@� α ∧ β
� α ∨ βs

i7 ������� ��� ��9�� �����9������ ���� α ������� �" ��"�� ���  ����! � β
������� �" ��"�� ���  ����!� �� 9� ����� ��9�� ���"��� � �# α ∧ β � α ∨ β


� ��� m<>J n $�����9�� ���������� �������>��� ����9������ ��"���� α ���	��
�

�� 6U_cBT7 β� ���� α � β� α �= β � �" α � γ � β ������� γ = α ��� γ = β
 ?��������
�� ���
 
+ ����"��� ����=���� �������� ��9�� ��"#�������  ���� 5+


F7 l���� "��������� α� β� ���� α = a1a2 . . . � β = b1b2 . . . ����������@� ��#�!
��"#������ ��� ������� bk = ak−[k = l]+[k = l+ 1] ��� ���� k � 1 � ����������
l � 1
 ����9����  �� α ��������� β ����� � ������ ������ ����� α� β ���
βT �αT 


C7 $���9����  �� ���� ������! �����# ��������� ����� ���  �� α ��������� β�
����� ������������ �������� ������������� α � β


U7 $���� n = ( n2
2 ) + ( n1

1 )� ��� n2 > n1 � 0
 $���9����  �� �� ���� ��"#����� n ��
��������� #���=� n2 − 2 ��"#����!
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62211 54111
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5322 4431

621111 53211 4422

531111 52221
44211 4332

6111111
522111 441111

43311
3333

43221

5211111 432111 42222 33321

4311111 422211 333111 33222
51111111

4221111 332211

42111111 3321111 322221

411111111
33111111 3222111 222222

32211111 2222211

321111111 22221111

3111111111 222111111

2211111111

21111111111

111111111111
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x7 l���� ��"����� ��"#����� μ �
�
�������� ���� �� ��>������� ��"#����� λ�
�������  �� μ�λ
 ����9����  �� μ ���������� ����� � ������ ������ ����� μT

����� ��"�� ���  ����


B7 $�������9���  �� α = α0�α1� · · ·�αk � α = α′
0�α′

1� · · ·�α′
k′ � ��� αk � α′

k′ %
����������� ��"#�����
 ����9����  �� k = k′ � αk = α′

k′ 


i7 $�������� ��� �� ������ ����������I� ���� �������=�� ��"#����� �� ��";
�� ���  ����� ������� ��9���"����� ������ ��"#����� α


`7 '��=��� ����������I� ���� �������=�� ��"#����� λn  ���� n �� ��"�� ���
 ����
 |��� ����� ����� ���� ����! n1 = α0�α1� · · ·�λT

n s



�� ������	
����
 ����� �����

j7 |��� ����� ����� ������!=��� � ���� �!=��� ����! ���� n1 = α0, α1, . . . , αl =
= 1n� ��� αj ��������� αj+1 ��� ���� 0 � j < ls

� ��� m<=J n J�"��#���!�� �������� ��� ��������� ���� ��"#����! α� ������  �� λ �
α � μ� ��� ������ ��"#����! λ � μ� λ � μ


L	
�����
�
 k���! �������� ����� ���9����� ���������!
 ?�������� ��� ��;
������� ���� ��"#����!� ������� ���@� m  ����!� ��� �� �� ���� �"  ����! ��
����������� l� �� ��9�� ����9��� λ ����������� ��"#������ ������ ����� �
�
�
��� � ����9����� 
�  n/m! . . . �n/m�� � μ % ���#���=��� �
�


(
(n−m+ 1) 1m−1

) ∧(
l�n/l
 (n mod l)

)

 p������ ��� �������� �"������! ������� ~
8
 q����� 6}
^
 rFX;

xF[7 mgK))" '235" g*.(5X7*67� �� 653�
7� 5�
45�.n� ��"#����� ( m
2 )� ������  ��

⌊m
2

⌋�m/2
 ⌊m− 1
2

⌋�m/2�
� α � (m− 1) (m− 2) . . . 21,

����������@� ��#�! (������� � ����* � �������� �������� �
�
 ��"#����� a1 . . . am�
����� ����� �� j;� ����� ��#�9���� � aj �����


�
� m<== n $�������9���  �� ������� (aij) �" ����! � ������ ����� ����� <��;
������ ����� ri =

∑
j aij � ����� <�������� ����#��� cj =

∑
i aij 
 k���� λ = r1r2 . . .

� μ = c1c2 . . . % ��"#����� n =
∑

i,j aij 
 ����9����  �� ����� ������� ��>�������
����� � ������ ������ ����� λ � μT 


��� m<=> n 6�
����	
���� �	�$�
�
7 $���� α = a1 . . . am � β = b1 . . . bm % ��"#��;
��� n
 ����9����  �� �����������

1
m!

∑
xa1

p1
. . . xam

pm
� 1
m!

∑
xb1

p1
. . . xbm

pm

����������� ��� �@#�� ��������������� "�� ���! ���������� (x1, . . . , xm)� ���
����� #������ �� ���� m! ������������� {1, . . . ,m}� ����� � ������ ������ ����� α �
β
 6?�������� <�� ����������� �������� � (y1 + · · · + yn)/n � (y1 . . . yn)1/n �  ������
��� �� m = n� α = n0 . . . 0� β = 11 . . . 1� xj = y

1/n
j 
7

�	� m<== n $��� 8��� 6�37 �������� �� � ��� �������  �� �#��>����� ���������;
��������� R� �5� 
 
 
 � 555555 ����� ��� 9� ����  �� � �����9����� ������������������
(111111)T � (21111)T � 
 
 
 � (6)T 
 ?�!���� ��� ���� 8��� α1, . . . , αp(n)� �������� ���
� ������ ������


�
� m=> n Q����=��� ����"��������� ������� 0� �"����� ����������� L (m,n)
� M (m,n) �� ���� ������� ��� � 6R+7 � 6R
7 ��"������� L (4, 6)


��� m=@ n J����"�!�� ����� ��������� ��"#����! �� ������ ������� 0� ������ ���;
"���@>�! ���  ����� ������� ���9�� �"�������� ��9�� ����>������


��� m�@ n ����9��� ��� ������������ �����@>�� �����9������ ��� ���� ������� ��
#���=�� �����  ���� n � 3 � m < n� ������  �� n mod m �= 0� � ��� ���� ��"#����!
α  ���� n� � ������� a1 � m� ��>������� ���� 8��� ��� ���� ��"#����! �  �������
�� �����=�@>��� m� �� ���@>�!�� � 1n � "���� ���@>�!�� α� "� ����@ �����
α = 1n � α = 21n−2




����� �����	��� �������� ������	
����� �����
�� ��

��� m�J n ��� ����� ��"#����! λ � μ ������� ��� 8��� �� ���� ��"#������ α� ������
 �� λ � α � μs

� �$� m>= n 6Q
��	��� 	���
��
�
7 J�"��#���!�� �������� #�" ���������� �������
������! ����>��� ��� ��"#����� n �� ������� +� ��� ��9��! =�� "������� 2k + 2k

�� 2k+1 ��� ���#����


��� m=> n ~���=� �"�������  �� ��9��� ������������� ������ �" m <�������� ��;
9�� #��� ������������ � ���� ����������� ���� T (m1, . . . ,mn) � ��������! ���9�;
��� -
+
5

46RR7� ��� m = m1 . . .mn� � mj ������ mj+1 ��� 1 � j < n
 ?��������
��� m = 360 = 23 · 32 · 51 ������� =���� ������ �����������@>�� ��"��9�����
(m1,m2,m3) = (30, 6, 2)� (60, 6, 1)� (90, 2, 2)� (120, 3, 1)� (180, 2, 1) � (360, 1, 1)


$�������� ��� ��������� ���� ������������� ��� ����� ��"��9���� ��� ����>�
���������� ������! �� ��9��� =��� �"������ ����� ��� ���9����� mj 


� ��� m<=F n 6P �	���
��
�
7 $�������9���  �� ������ ���#������ a1 � a2 � · · · ��
������������� ��� ��������������� �����"���� n� �����������@>�� ����������
"�������� ����
����� �������
 ?�������� $
p
 &��;&<��� 6S
O
 zFUzFj_X7 "�;
������  �� ��� ��=���� (���������* 6[o;x_�X7 ���������� a4 � a2 � a3 � a1 ��9��
��"������ �� ���� �����������@>���� ������

a1 � a2 � a3 � a4; a1 � a2 � a4 > a3;
a2 > a1 � a3 � a4; a2 > a1 � a4 > a3; a2 � a4 > a1 � a3.

)�� <�� ���� ����� ���� ������� ���������� ��������� a2 > a1 � a4 > a3 <�����;
������ a2 − 2 � a1 − 1 � a4 − 1 � a3N ���� ����� ��=���! ��� a3 � 0 � a1 + a2 +
+ a3 + a4 = n ����� ���� ����� ��"#����! n− 1 − 2 − 0 − 1 �� #����  �� ��  �����
 ����


'#:������� ��� ��=��� �#>�@ "��� � ������ ����� ���� ����=���� ≺ ��������;
��  ���� ���� ������� ��� m <��������
 J��������� ��� m;�����9� a1 . . . am � ���
���!������  �� aj � ak� ���� j ≺ k
 $�������  �� ������� ��#���� ����� �#��"���
 �� �" j ≺ k �������� j � k� ����9����  �� ��� �����������@>��m;�����9� �������
�� N �������� �� ������ ��� ��9���� �" ������� ��������� �������� ����! �����;
����� -
+
5
+�
 ����! ��� ����� ����"����>�� I������ ��� ���� ���������������
a1 . . . am� ����� ������� ����� ns ����� �#��"�� ��9�� ������������� �� ����s

�
� m<=F n 6$
p
 &��;&<��� 6S
O
 zFUzFj_X7� 5..R
7 �$������� 	���
��
�� n ��;
������ ���������9������ ������� ����� ����� n + 1 ������������9����� � <��
���������9����� ����������@� ��#�! ��"#����� �����  ���� 0, 1, . . . , n
 ?��������
���������9����� {1, 1, 1, 1, 1}� {2, 2, 1} � {3, 1, 1} ����@��� ���������� ��"#�����;
�� �


$�������� ��� ��������� ��������� ��"#����� n� ���@>�� �������=�� ���� �;
���� <��������


��� m<=> n ����� ��"#����� n �� m  ����! ����� ���#���=�� ����"������� a1 . . . am

��� 6F7 "������� mN 6C7 ����"������� ms

�	� m<>A n ?�!���� ��� n < 109� ������  �� ��������� x1 +x2 + · · ·+xn = x1x2 . . . xn

����� ������������ ��=���� � �����������  ����� x1 � x2 � · · · � xn
 6���@����
��������� ������������ ��=���� ��� n = 2, 3 � 4N ������ 5+2+1+1+1 = 5·2·1·1·1�
3 + 3 + 1 + 1 + 1 = 3 · 3 · 1 · 1 · 1 � 2 + 2 + 2 + 1 + 1 = 2 · 2 · 2 · 1 · 1
7



�� ������	
����
 ����� �����



� m<>A n 6(Q��
�	��
# �������*
7 ���� n ����� ��"�������� ����"������� �#;
��"�� �� ���� ��� ��������� ������
 Q���� ����������� �������@��� �����@>��
��!����� % �" ��9��! ������ #������ �� ����! ������ � ��� �#��"�@� ����@ ������


$���9����  ��� ���� n = 1 + 2 + · · · +m� <��� ������� ������ ��������� �������;
����"����>����� ��������� �� �������� ��"����� {m,m− 1, . . . , 1}
 ��������� ����
n = 10� � �� �� ����� �� ������ ��"����� {3, 3, 2, 2}� �� ���� �� ����@ ���������;
��������� ��"#����!�

3322 → 42211 → 5311 → 442 → 3331 → 4222 → 43111 → 532 → 4321 → 4321 → · · · .

����� ����� ��������! ��"��9�� ��� ������ "�� ���! ns


�� m<�@ n $�����9�� �������>�� ����9������  ��� ����� ������������ ���� �;
���� =����� ������� ����� #��� ��������� �� ����� ��� l��������! ������� � n
������� ��������� ����� ������ ���������s


�� m<=F n $�������9��� �� "������� ��� ��"#����� n� ��������

6, 51, 42, 411, 33, 321, 3111, 222, 2211, 21111, 111111

��� n = 6� � "������� ��� j;� ���������  ���� k �� j�

1, 11, 11, 112, 12, 111, 1123, 123, 1212, 11234, 123456.
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