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$$$ = mV|| 6F7, $$� = tV|| 6g7,
�$$ = yV|| 6^7, �$� = jV|| 6x7,
$�$ = � 6X7, $�� = �V|| 6De7,
��$ = sV|| 6]7, ��� = nV|| 6Y7.
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\\\� L��$�%�F� b.��%�� X23;^A= _:0A	

^0A_Z
\\\\ ���.�(��� Xa09:31a__Z
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i�9����; ������8�;��� �������������� ������ �������� ����! 6becXCC7 ������ ���=
��! 6gXcbeCC7� ������ 6bXCgHb7 ������ ��J����� 6GFheHFGbCX7
 ����� ����� �� �����=
��� ����� ������ 6tHcFCfC]7 ����� ���; ��������; ���������� 6����� 
,� ����7�
��� ������� �� ������ �����  ��� � ��:��! �8 
* �������:��� ����


������ ���:� ���8�� �� ����>���� ��:�� �������;<��� >� ������O �� ���=
��� ������ ��� ����� � ������� ��� �	��
������������& 6bcYgXGXH\]7� ���� �� ��=
J� ����; � ��J������
 &����� �� ������������ ��� �����������:����� �������
� �������� � ���:�  ����! � ���� ����!� ���� ��� ������ /01.8Y0663.T, � �8��9���
�� 9�� ����� ��� '� �����! DGbbeH\])
 M ������ �� ������� ������������ �������
����9������� ����� � �� ��8����� ����� �� ���8��� �  �������� 9������� �������
��� ����������;�
 jS�
 {
 rCHI� g,-**-./4/ <-./(/� � 6-4�,7� �,�5�4*O B
 ucY QeXH]g�
E+.,/S D+, g,/+>+( )(D J2*+, 6-4,37� ,45,3
k

��>��>�� �� ��� J�������� �� ��� o���������� 6PXH]gc�CY\]7 h�����
� 	�
�

��� 6����� 
*� ���� �� �
 @
7 ����8���;�� 9�� �� :� ������������  ��� �������=
�� � � ��8���
 U� :� �������� ����:��� @���� ��8��:�����O ��������� � �����
PgeGYG]H\] rHXbeCX E)5),;/- ](/0+,5-?/5� � 6[cFC� -.�+7 �� ���
 
* ��:�� ���������
�����;<�! J�������"

������ ������ ��� ����= � 9������������ ������ �����������;<�� 6�7


:����� ���� � ����������� � %� �:� ���������� ������; J������ ��� ���=
�9��� ������������ � ��8���� �
-
*O ������ ������������� ��
��
 ������������ ��
�� ���������� �<� ����� ��� ����� ����� ��� J������ n!  ��� �������
 #�����
�8 �8������� ���� �� ���  ��� ��8���� ����������� ���9�� n�  ���� �������
60eGDDCgGH tcYYcIc7 � ��� ������������ � ��  ������9����! ����� A+9+, _+.`/,->�
���������! � 3�. ����
 ( �� �
 - ����8�� ��� ������ ��� n = 5 � ��� ����� � �����
��  �� ��� ������� � (��>��� � -44� ����
 6s���� ������ � @��! �� ���� ������8�=
;� ������������! >��J�� ����������� �������;<�!�� � ������������O � ������
��������� 9��  ���� 8���������  ����! �� ����� ����� �����
7 ������� ����=
9����� ��� -*+ ������������ >���� ��������� ����� � ��9���;<���� � O 8����
�� 8������� 9�� ������ -*+ ������������ ��:�� ����9��� ��� ������8������ �����!
 ���� � ��9����� �����!� �
�
 ����� ,*+ ������������
 d�� ������ ���;9��� ������=
������� >���� ������������� �� ��� ��������� ���9�!��� � ��8��� 9�� � �������
��� � �>� �� 6��
 ����:����� �7
 R��� �� 8��� � <�� ����9����� ������������ � ��=
��9����� ������������� ��9���;<���� � �����!  ����� ��������� ��� �� ���������
� ������� ��  ���


#����! ������ ���� ,*+ ������������ ���:����� {a, b, c, d, e, f} ������� � �����
qCXCFHG] tXC�CI O,3/5 :>-i+.>2( 6|\YHbe� -.*37� �� �
 ..45.,-O � ��������� �8�����
-.
- ���� @��� ������ ��������� �� �
 �*.5�
-
7 &� ������ ��� � ��9����� ����8�=
�������� ����� 9�� ��8��� ��:�� ��8��<��� >������� �����! 8� 8�������� � � ����
��8���� ����� ��� � ��9���� ���� $ ����� 
.+ ���!O ���� ���! � ���� �� ����� ���
����� �� S�������! ������
 A������ ��8:� %���� %������ 6|GXHY |CX]CYYC7 ���=
��� ��� ,*+ ������������ >���� ��� {��� ��� ��� J�� ����� ��} � ����! ����� =,-/.+`



�
 �	������	���� �	��� ��
��

������� �� J%��(�$���$F� �.���� .�%����(�$��

D+ ?- c2/j +. D+5 1>-(.5 6U�� *
 f-,*2(/+ ](/0+,5+??+� -.
.7 �� �
 ---5--�O ����� ��
�
 --,5-*4 �� ����������� �� :� ��J������; � �����! 8�����"

U� ���� �������� ������8����� ����������J�9���� �� ���� ���O �� ���� %�����=
�� ����������J�9���� �������9��� � ������������ � ����>����� �� < �� < �� <
< J� < ���� < ��O ��� ��9������� � ������������ '��, ��,��,J�, ����, ��) � 8����=
9������� '��, ����,J�,��, ��, ��)
 %������ ���:� ���������� �������; ���������
� ������! ����9����� ��� �+ 
*+ ������������ ���#�
 ��� �� .,* ��������� ��8=
����� ��=J����� ����� 9��� ������ ��������� ��� ��9������� ����� ������������
� ������������ �� ����� j1HDIHcge�C�\C YGgHcYGIC fC WXGYbC� WcYf] WXGY�bGH]� Yc
 *� *�.k


�8 ��8���� ,
*
-
* �� 8����� 9�� ��:��� ���� ��������� ,
*
-
*m  ��� ��8�� �=
���� � o����� ����������� ������ ��8:�


%����� ����9������� ���� ������������ ���������:����� � �����	�('
�
��
@��������� 9���� ������� ���������� ������� ��������
 A�������� ����� s�����=
�� 61e�G]ZGXG7 ���������� ������������ ���:����� {4, 5, 5, 5, 8} � ��8���� *,- ����!
����� <d[?d-0-.d[ 6����� --�+ ����7� �� ������ �� � �����;<�� �������"

6.7

%������ ������8����  ���� ������9��!� �� �� ������ ���������9����! ������� ���
����9������� .+ �������� ���������� ����� /E0�0 �� �
 -
- ����! �����
 �����
o�������� ������ 6PgeGYG]H\] rHXbeCX7 ����� ������;���������� 
+ ������������
���������! ������� �� �
 -+$-- ����� E)5),;/- ](/0+,5-?/5� � 6-.�+7� ����� �����=
����� ������� ������� � ������������� 6��
 ����:����� �7
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6,7

�:�� M����� 6qceY BGIIH]7 ��9>� ��������� �� ����! 8���9�!
 A� �
 --, ����! ���=
�� K/542),5+ 29 12*3/(-./2(5 6-.4�7 �� ��������� ����9����� .+ �������� �����
'FC]]C]) � ����������J�9����� �������� ���� �9����� F < C < ]O � ���:� �������=
����� �����������;<�! ��J������! ������� 6�
 -*.7


#�8:� �� ������� 9�� ����!���� �9���� S��������� �0�GX �YpGfCuG � A������
2�GX�G^GY
G ��8�� ����� �����; ��������� ������������ � v/// � v/� ������ �� @��
�� ��� ��������� ���� ����� � �������� ��8���9����!


6���� 6� �� U�����8� S��� 6yGZGZG�\ 0CZH7 6-.�*5-,+47  �� ����8����9��� �9�=
����� � �9����� �����;�����8������>�� �8�9���� ���������� � N����� � v�// ��=
��
 #�� �8�9���� ����;9���� ���������� �8 ������ ���������� ��������! �� ���=
>�� � ����:����� a1b2 − a2b1 � a1b2c3 − a1b3c2 + a2b3c1 − a2b1c3 + a3b1c2 − a3b2c1�
������� ������� �8������ ��� ��	�"��
���
 6"���	�
�����7
 ( -.4
 ���� �� ��� =
�������  ��>;�� � @��� ���������� � ������; ���;9�� ���������; ����� ��� ��=
��9������� ���� ������������ ����� � ��8��� 9�� � �������� �8 ���  ��� ':���)
69����7� � �������� $ '������) 6��9����7
 A�9���� �� ���9�� n = 2� ����� _-*` $
:���� � _*-` $ ������� �� �J����������� �����;<�� ������� ��� n > 2


-7 (�8��� ��:��; :���; ������������ ��� n − 1� �����9� ��� �� @������� �� -
� ������ ������� -
 	�� ������� ���� (n− 1)!/2 ' �8���� ������������) {1, . . . , n}


*7 �8 ��:��!  �8���! ������������ � ��8�! 2n ������ ����� ��������� � ����:�=
��!"

a1a2 . . . an−1an, a2 . . . an−1ana1, . . . , ana1a2 . . . an−1; 647

anan−1 . . . a2a1, a1anan−1 . . . a2, . . . , an−1 . . . a2a1an. 637

d��� n ��9����� ������������ � �����! ������ :����� � �� �����! $ �������


d��� n 9����� ������������ � ��:��! ������ 9�����;��� $ :����� �������� 
 
 
 �
:����� �������


A�������� ��� n = 3 �����������!  �8���! ������������! �������� -*

 U����
� ��8��� -*
� *
-� 
-* $ :����� � �� ����� ��� 
*-� -
* � *-
 $ �������� � ��
����>�� ���������� >���� 9����� ������������ 3× 3
 s�8����� ��������������
��� n = 4 ����;��� -*
�� -
�*� -�*
O ���:��� �8 -
�* �� ����9��� ���:����� �8
������ @��������� � ������

+1342− 3421 + 4213− 2134 + 2431− 1243 + 3124− 4312, 6-+7

� 9�����;<����� :����� 6+7 � �������� 6−7 ��������������
 &����������� 4× 4�
����� � ��8��� ���;9��� 9���� a1b3c4d2−a3b4c2d1+· · ·−a4b3c1d2� � ���:� -. ������
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#������ S��� ��� ��������� ������������ �������9�� ��������������� ��� � ��=
:�����;� ��� �� �� ����� ��� n > 4
 #���:�� @�� �>� �� ���������� ��8���9����!
����������
 jS�
 �
 |HZGFH� =>+ K+0+?2@*+(. 29 E-.>+*-./45 /( 1>/(- -(D B-@-(

6-3-
7� -3-5-33O =-S-S-`) A+S/k5 12??+4.+D R2,S5 6�]GZG� -3,�7� -45*+
k

6��� � ��'������� A�� ���� �����! ��9������;<�! ������ �������
&� �����=
:��>�! ��8��>�������� ��!����� �������� ��������� � ����� .
 ��������! ���=
�� S������ 60\�]X\gG7� ����������;<�! �� �! ������� � �������� � ���������! ��
.++ ���� 6��������� ������� �����7
 i������� 9�� ��������� �����  ��� ���������
�������� ��������� �������� �������� �L��� ��:�<���� S������ ����������� ��=
��9����� ��� (15, 20, 15, 6, 1, 6) ���9���� ����� ������������ �����9�;��� ���� ����
9������ ����� >���� � ���� �8 @��� ��9����


s������� 61e�G]ZGXG7 �������� @��� ������ � ��8����� --+5--� ����! �����
<d[?d-0-.d[ � 8������� 9�� �� :� ����� �����:����� ��������� � � >�������:��� ���=
��������� >� ����� � 8������� ����9������ ������� ������
 &����� �� ������
�������� ����9��� �� ����9����� (6, 15, 20, 15, 6, 1)�  �8 ����9������� ����� ��9���=
��!
 ( ��8����� *,� � *,� �� 8������� 9�� 9���� (n) (n− 1) . . . (n− k + 1)/(k(k − 1) . . .
. . . (1)) ���8���;� ������ � ����9������ ��9�����! ����9����� ������
�
& 6bcF=
hc]HgHcY]7� �
�
 �������9����� ��8 ����!� ������ @�� 8���9���� ���:� �������  �8
���������� ������� ������


T���
 ����*��	 ���J����
��0
���������� ���� 
����� 
����U�0

������	�N ��N�� � 

7�������� � ��� ����� ��� J����U�

� O������� �Q:V42W4$4( ������ BBXI(

���������! ������ ��9�����! ������� � 8��������! �� ��� �� ���� �� C?�Hd->/,

lk?�>! /5d-3 6m���
�
�����% ����� � ���������%�7� ���������! ���=S��������
6GI=0GFGz`GI7 �8 s������ � --�� ����� ����� ���  ��� ����� -3 ���
 ( 8���;9�����=
��! 9���� �� ��� �� ���������� ������ �8

(
10
6

)
= 210 ����!��� ��������! � -+

���8��������"

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 = 65

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x7 = 70

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x8 = 75

x4 + x6 + x7 + x8 + x9 + x10 = 91

x5 + x6 + x7 + x8 + x9 + x10 = 100

(1)

(2)

(3)

(209)

(210)

6--7

��:��� ��9������ >���� �8 ������ @�������� ���� ���� �8 ��������!
 ����; ���=
S�������� �����������  ��� ������������ ���������������! ������� ����!���
��������!� �������� ��� �� ������ ����� ������������ ��>����O ��� ����������!
������� ��� ����� ��� (x1, x2, . . . , x10) = (1, 4, 9, 16, 25, 10, 15, 20, 25, 5)
 j0GIGe Pe=
FGf GYf [c]efH [G]eCf� C?�Hd->/, +( C?;n+3,+ DkC5�A-*-Ik-? 6tGFG]b\]� -3,*7� ,,54*�

5 
k
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@*���%���  ����� &����������! ��� ���� � � ����� @����������! ��� �������=
��  �� � � ������������! d������ ��� ���� � ���8� � �������� � ���� ��8��:���
��9������� ��������� ���� �����!
 K�8�������� ��<������� �����

(
8
3

)
= 56 �����=

 �� �� ���� ��� @������� �8 >���� ��� ��8��>����� �����������
 o8������ ����
 ��� �J�������� 8����<���� �� @�� �� ����>��� ���������� �. ����� �� �����
� <��8��������
 &���� 3.� ���� ������� (� ���� 6BHDcIf7 �8 ��� ��� �� ������
V������� ��8�� ���� ���� ��� ��8������ }\f\] QICXHbGIH]� �� � �; ����� �����=
������ ��������� �������� ��������� ��� @��� �������9�� �� �:����
 d�� ����
�������� � ���� 9�� � ���8��� � ��:��� �� ���� �9��� ���� �8 �. �� ��������!
� ������������ � ����������! �� ����!
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������  ����;� ������ � �����!� ��� �� ����� ��9������ �9���� �����������;=
<�� ��������! �� ��������� ����9��� ��
 #���� ���� ��� ��� ��9������ ���:����
�� ��>������� �� �������� ���������� ��� ���� �� ����������! �8 �������
 (�=
 ���� 8������� 9�� �; ��� $ �����9>�� �� �������� �8 ����
 &� ��8�� ���� ���:=
��; ������� ����9��� �9���� �� ������! ��� �� �������� ����� ��� ������������
���� ����� �9��� �� ���� >���� ������ ��� @��� �� ��������! ��������� *-
 A����=
���� ��� ��:�� ���� ��������� �; ��� � ����������� ��� ���������� � ��� � �����
��� ������ �������� ��>� �; �� ��������� �� ��������!
 (� ���� ������������
�  ���� ���:��� �������� ����� � ������� ������ ��9�� �� ������ ������8�������
�������  ����


U� ���� (� �����  ��� ������������ � ����������J�9����� �������� ��� @��
������� ��>�� ��� ������ �������� ���� s��������� 61GIfCXHb7 � ��� 1>,2(/42(

1-*+,-4+(5+ ����� -�+ ��� ������
 j:-.,2?2;/- <-./(-� ��& 6mGXH]� -44�7� -++,5-+-.
k
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&����� � ������ ������������� ����������� ��8��:��� ��8�������  ������� ��=
���! ������������ � �����>���� ���� �������"

6-*7

( @��� ���9�� ����� 8���� ��� ������� ��������� � �������;<����� 8��9������� ��
������8���� �9��� ���:��!� ��8�� ������! ��� �����! ���������! 8���9� ����� 
� �� ���� �������!� ����� �9�� �� ���� ���� ������ ��8��9��
 jS�
 t
[
 1CIIec\]C�
8(.+,(-./2(-? A.-./5./4-? J+0/+I� �� 6*+++7� -*
5-
.
k

i� ����� ������������� 'QeG\YbC c� geC t^]C)� ������������� �:��� T����!��
6qceY }^fpGgC7�  ��� �������� � ��9��� -�++=� ����� ��� ��9������
 d�� ��9������
����J� ������>�;� ��:���� 9�������  ������ ��� ��������� �����O � ���������
����J��� ��������������� � � ������ ����������J�9����� ������� �� ��

�� 
 
 
 �� � ���������� �. ������� �������! ���������  ����;<���

j#����! ����� ��� ������� 	
#
 R������ 6E
m
 {GFFcYf7 � '(;?/54>+ A.)D/+(� �	
6-3*�7� -5-.O ������� �� ����������! �����!���!  ��  � �9��� ������
k

Y Z$4= "# [#1 ":4" '.'$= \ [:" ?4= !42"'
�Z#/ ":$'' 1=2' $=[:" 42  2  / :=2 :'$"'

]:'":'$ :' A' $'!:'&'22' #$ 2"'1^42"'
<# ?##"' :' &4\[:'/ #.":'$ '&&'2 2?'$"'

_' ":4"  2 [ &"= : 2 &=^' "# !#/5'$"'
`:'=  / "$#.":' :4.' 2.a$'1 ?4/= 4 ":$#\'

b##"' ":'$ !:4./!' ^4& 42 ":'= ?##"' A' W/#\'�

� `:' @:4./!' #^ ":' c=2' ������ BdBI(

:������ K������ i��9�������! ����� � ��� ��������� ��������� ������ @���=
��9��� ������������;<�� ����������� ��@���� ���������=����������� @������=
��������� ��������������� �������� � ����������� �� ����� K�!��� T����! 6[G=
FcY }I\II7 6����� -*
*5-
-.7
 #����� T����� � 8������ �������� �� ����� � ������=
�����  �8���� ��������� � �������;<�� ������������� ���� ��8��:��� �� ��9�=
����!


A�������� ���� �8 ���� ��� C,5 12*@+(D/25- 8(0+(/+(D/ c+,/.-.+* 6����� -*,�7
��9������� � ����9������� >���������� ���!���� �����<�� s���" �� ����� ����9���
 ���������� ����<������ ��������� �; ���� �� ��������� ������� ������ �����>��=
����� ��������������� ��������>��� ����������� ����������� �����9����� � �����=
���
 i���� T����! ��>��

(
16
2

)
= 120 ������� @��� 6����� 4+ ���� ��:���7� �������=

����;<�� �� ���� s��� � ���8� � ����9���� �� ���� � ���8� �  ���������� � �
�
�
8����>�� ������������� �����9����� s��� � ���8� � ���������
 ( �����! �����



��
�� ��������� 	��	
��� �	������	���� 	�����	
 ��

�� ������������� ���� �� ��������! 6����� ����:��� ����������� ���������������
 ������8����� ���� ���� � �����������7 � ���� ������� 69����������� ������� :��=
������ �������� ������;� 8������ � ����7� �������

(
14
2

)
= 91 �����8���� � ��:���

�8 ������� ������� �����������;��� �� �������� � �����
 ������ ����� ��� :�
���������9���� ��8������ ��

(
8
2

)
= 28�

(
15
2

)
= 105�

(
4
2

)
= 6 �

(
16
2

)
= 120 �����8�����


6���������� 9��  ���  �� ����  � T����!  �� 8����� �� ������� (� ����� �8 �.
�� ��������!l A������  � �� ����������� � ��:��! �8

(
56
2

)
= 1540 ���l7

���� ��� ���G��%�&�! �� ��(+��%�.��@ .���%�((�)� O���+(��� I+����� $�(�&�	
�(����+ ��E+ $ ���
 )��+ e�� �)� ��� ������	�
	��
@ f0<603A_?7 T7^?0717@ gh �

@
23603 3V i

T����! ���;��������� ���; ����������;� �8� ��:�� �������� ���������� ��=
���� �� ����������� �� ���
 ��
 V����� ������ S�T,� ������� -.  �:���������
���!��� $ �� :�� 9�� ����9������ ��>�� 8� ����;9����� ����� 9�� �; ��� 608!-7
8���� ��8���� ����! 6Z!1T�90,7� � ���������� 9������� ����;��� ��������������
��������� ����� ���������� � �����9�����
 ��:���� ���!���� ��8��9���  �����
� ��������� ���;�������� �� �8��������>���� � ���� ������� ���J� K16 �� ���=
:����� ���>�� (B, C, D, E, F, G, H, I, K, L, M, N, O, P, Q, R)
 V����� ������� Z.-9T9�,
�9 Z.9.0� ����8����� ���� �� ��������! (b, c, d, e, f, g, h)� 9�����;<���� � ����; ����=
���� (i, k, l, m, n, o, p)O � ��������� �������� �� �������� �8� ��:��� ������ 9����=
����� � ������ $ ��������
 & ������ ��������� 9�� � @��� ���9�� �� ���;�������
�����:���� ��� ��8�������� ������ ���J� K7 ��8��� ������
 6T����!  ���>� ��
�������� ���������� ��:��; ��������; �� �������� � ��:��� ��������� ����=
���� ��������� � ��� �������� 9�� ��:��� �� �������� ��9>� ��:���� ������
7

T����! ������8���� ��� :� ������ � ����� ����� � ��������" ������ ��������=
����� �������9����� ��������! ��� ����� </3+, :,/(4/@/2,)* E+D/4/(æ 6����� -*,�7
������������� ��9������ ��������� � ��9����
 T����! ���:� ����� ����� � J�=
����J��� ������� ;������������� ����������� 8�������� ���������� �������� � ��=
������� $ �����  ���� *++ �� ��
 S������ ��������� ������� ������; �������������
��� ����
 S���������� ������ �:���� ������� ��������� �������  � � ����� 9��
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���� ��� ���G��%�&�� �� ��(+��%�.�� I+���!@ .���%�((�)� ��%���$� K%�(&�� X�����
���
 )���Z ef7a09?=_ j71a_9<0<603A=_k V7^69^;=_@ l3a_m QA� n_A_^ :_^>� ��@ 236039 ��� 71a ���i

����� T����� ����� �:����  ���  � ��<�������� ����>��� ��8����� 9��� ���:���
o���������


( ����9��� �9��� T����! ��>�� ��������� ���; �������� �� ���� � ��������
� �������� �8 ������ @��������
 (8�������� ��������� �� ���
 ��� ��� � ����:��=
���� �8� ��:����! ����� ������� ����9������ ������ ������ ������ �8 ���� ���!����
�����<�� s��� (B, C, D, E, F, G, H, I, K)
 ( ������9���! ���������� �������:����!
����� � ����:�����;� ���������

(
9
2

)
= 36 ��� ���!��� (BC, BD, . . . , IK)
 �� �����

� ���� ��� �� �������� $ �������� � ������������ � � ���� ��� ������ $ ��:�
� �������������� T����! ������������� ���� �� ��������! � ������� ��� ����<�
��! :� ���������
 &� ������:�� ���:� ������8����� @�� ��������� ��� �������=
��� �� ���� ��� ������ ���������� j��
 /
 |b}CGY GYf q
 }cYfcY� A.)D/- <)??/-(-� ��
6-33*7� *-5
,k


(�������� � ����:����� ������������ 6���
 ��� ����� ���8�7 ���;������;� �<�
���� ��;9���! ������ ������� T�����
 U���������� (B, C, D) �8��9��� 6��8��9=
������ �������������� �����������:�����7� ����������� (E, F, G) $ 6��9���� �����=
��� �����7� � ����������� (H, I, K) $ 6 ���>�� ������ ����>�7
 	�� ��� ���:�����
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���J� K3 ����������;� ��� ���� ����8��9��! ������
 T����! ����� @���������=
������� � ������� ������ ���!����� � ��� ������� ���!��! 6�������� ���8�������
��:��7
 #������������ � ���� ��� �� ������8���� @�� ������������� ��:�� ����=
9���� ��8�������>��� � �����8�� T������ 9������ �������� @�������� 68�����
��8���� ������ ����7
 (�� 9����� @������� ��8��9��
 i���� ���������� � ������
������! ��������� � ��8������ ������! ��������� � ����!� ������� ����������
� 8����!
 i���� �������� �����������:�����; ��8����� � ����� $ ����
 	��� 8����=
>����� �����8 � ������8������� ������������ (B, C, D)
 #������� � ������������
(E, F, G)� T����! 8���9���� 9�� ��8��� �������� � ������� ��9���;��� ��� ����=
��������� ������ @������� ��� ������O 8���� ����������� �������� ��� �������
���������� ����� 9��� ����������� ����9��� ���������� �������� ��8��� ��������=
�� ����9��
 #� ������ ������������ (H, I, K) T����! �������� 9�� � � <�� ���9��
����� > ��8��� > ���� > 8���� � ����� �� '�J��)� '��������!) � '8��������)O ���
�� ����� �� ���:� ������ ��������� ��8��� > ����� �� ����>���; � ������:���;
:�8��� � ��� ���������! �� ��� ��8��� � ����� �����


A� ���
 �� ������ ��������� �������������� T������ ������������ �� �����
����� ������! ������ ������� �8 ����:����� --
 &� ���:� ��8�� ���� �����:���
���������9����� ������� ����9�����  ������ (B, C, D, E, F, G, H, I, K) � �������
�������� 9�� ��8������ ��� �� ����� �� ������� ��8��� ��8���� ������ @�����=
��� ������������
 K� ���� ����� ����� ��� �����! ������������� T����� ���  ���
������� 9�� ������������� ��� ��8��:��� ���9��
 jT����! ��� ������ ���� ��� ��=
���� �  ��:�!>�! ����!���! � <���O ��
 |
 /fCI� B! R-,3),; -(D 12),.-)?D 8(5./�

.).+5� �� 6-3447� -,+5-,�� � ���:� ����!�� -.5-,
k
A���������� ���������� ��8:� o�������� ������ 6PgeGYG]H\] rHXbeCX7 ��� =

������� ��8����� ������� T����� ��� 9����  ���>��� ����� �8������������ C,5

E-;(- A4/+(D/ 5/0+ 12*3/(-.2,/- 6PF]gCXfGF� -..37� � ������� �� �
 -,
 �������
���� �����:��� �����
 ������ ���:� ���>���� ���:����� ������8����� T������
������ ���J�� Kn� ������� ���;������� ������ "��"��#��5 ���J�� Km,nO �����=
���� ���
 �. �8�� �� �
 -,- ����� �������O �� �
 -,+ ��! :� ����� ����8�� ���J
K18,18


���� �
� o%�S K9,9@ �.+,����	
$�((F� ��%*�%�� $ ���� )��+



�! �	������	���� �	��� ��
��

L�� ���N���
� �����,�
��	 � ���������	�
��J,� �,�� ��������N���� 
���� 
����*�
�� ���������0

��

� �������U�� ����

��� ��

� �N�� ,�� ����
�����+
� ���
�,�� � ����
��� ��

� ����� � ��JN�����
�

� e����� f��,��� �b4$" / g4$1/'$(0
h�J�7����� �����
 � ,��J����
 �i#[ ! b4!: /'2 4/1 c 4[$4?2( �BCXj(

A�� ���� ������ ���<�� ����������� ��8������ ������� � ���� T������ ��=
������� �������� �� ��� ����J� n��������� 6qc]Che 0beHIIHYpCX7 =>+ A4>/??/(;+,

AF5.+* 29 E)5/4-? 12*@25/./2( 62Cz �cXZ " QGXI WH]beCX� -3�.7� 8���9�������! ����=
������� �����������;<�! ������ ������ �������� ��������� �������������� ���=
��8����� ����������� � ���9��� � ��9�� 8����� ��� ���������
 A�������� �� �
 �.
n�������� ����9������ *� ������������ {a, b, c, d} � ������� ���� ���� 6��������
,
*
-
*m7O �� �
 �, �� ��������� �� �� � �������� � � ������ � ������������ ���O ��
�
 
.� �� �������� ��������9��! ����

(2, 0, 3, 4, 2, 5, 6, 4, 0, 1, 6, 2, 3, 1, 4, 5, 3, 6, 0, 5, 1), 6-
7

������������! ���� *=��9�����! ��� ���� � ?����� {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}O ������� ���=
����� 6-
7 ������������ �� �! @!����� ���� � K7" ���

(
7
2

)
= 21 ��� ��J� �����9�;���

����� �� ������ ��8�
 U���� >� ���� $ ������<�� 8����������� :��� �����8���=
��� �� �� ���:��  ���  ���������� 9�� ��9>�� �9����� n��������� 6������ ��
�:���:� ���>���� 6�CcXpC �CX]ezHY77 ��� :� �� ������9����� ������ ��������9�=
���� ����������� @�������


G� �4 ��� L���� � @$ �I���� ( -.�+=� �����  ��� ��� �������� �<� ��� ���=
��� ���8����� � ��������������! ���� ����!
 o���� U��� 6PYfX�C yGb�\Cg7 �������
� <���������; ����� C,/.>*+./4æ =>+2,/- +. :,-j/5 6}c\uGHY� -.�.7� ������� ����=
��9��������� � ������������ � ��9���� �����;<�� �+ ���
 ( ����� ����� 6�
 
,.
� 
,,7 �� ������ ��������� ��� ����9������� ��9�����! �� ���� �� ��� � �
�


����� V����� ��� n����� 6WXGY] uGY 0beccgCY7 'j+,4/.-./2(+5 E-.>+*-./4æ 6}CH=
fCY� -.�,7  ���  ���� �����8��!
 A� �
 
,
 � ��! ����9������ ��� ��9������ � ����
��������������! �����

a

b. ab

c. ac. bc. abc

d. ad. bd. abd. cd. acd. bcd. abcd

, 6-�7

� �����;<�� ��������� ������� �����<��� ���>�����; ������� >� ���� ��� ���=
�����  ��� e� f � g� h� i� k '� ��� ��  ������9�����)
 A� �
 
,. ����� 8���9���� 9��
� ����:���� 6-�7 ��:�� 8������� (a, b, c, d) �� (2, 3, 5, 7) � ����9��� �������� *-+�
�����>�;<�� �������
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A� �����;<�! �������� ��9������ ���� ���������������� ��

a
a. aa

b. ab. aab

c. ac. aac. bc. abc. aabc

, 6-.7

����� � ��8�� ��8����� ����� ���  ���� a
 U�� �� ����� � ��!������������� �����
�� ����� @�� ���>������O ��� �����;<�! ������

a
a. aa
a. aaa

b. ab. aab. aaab

b. bb. abb. aabb. aaabb

6-,7

�������� �������� ���8���� ������� 8����! ���� ������� 6��
 ����:����� -
7

A� �
 �-- ��� n���� 8������� 9�� ���� (a, b, c, d) = (1, 2, 4, 8) � 6-�7 ��� ������=

8������ ���:���� ��;�
1

2 3
4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14 15

. 6-47

&����� �� �� ������ 8���� ���8� � ����9���� 9������

���������� S� ������� �8��@��� 60CDG]gH�GY /��\HCXfc7 :>-,)5 A4/+(./-,)* 6}^cY�

-.�37 $ '%��� �����) $ ���;9��� � �� � ����>� ������8������� � ��:����� ���=
 ��������� ��� 8�������� tH]h\gGgHc *3� K+ 12*3/(-./2(+
 o���� �������� ������=
��� � ��:����� 9������ ��;9���� 9����! '����������8���9��) S������ � ������
n=�����:�!� n=��8��<���!� n=��������9�����! � n=��9�����! �8 m � ?������ ����=
��� ��������� � ������ ���� ������� � ���� ���� ��� �� �
 ,
*
-
�=-


( ��8����� 4-54� K+ 12*3/(-./2(+ ����� ����9������ 6� ����������J�9�����
�������7 ��� ��9������ �8 m  ��� �� n� ��� 2 � n � 5 � n � m � 9O �� ���:�
����� �������� �� ��� m = 10 � *+� ��� n = 2 � 

 &����� ��� ����9������� mn

	����'��
& m @�������� �� n �� ������8����  ���� ���:��! ������� 6��
 ����:=
����� -�7


�8��@���  �� ������� ��� ������ J������
(
m+n−1

n

)
��� ��9�����! m @��������

�� n � ��������9������ ������������O @�� ������� �����9����� � � �45�- ��� �����

&����� � � -+�� ����� �� �������� ����9������ ��� ����� ��9������ ��� n = 3� ��
�� 8����� 9�� ��<������� ������! ����� ������� @��
 V����9���� ��� ����9�������
�. ���9��� ��� m = 6  ���>� ���������� �����! 8��������! ������� 6-*7


S�9������ � ������������ ��  ��� ����>� ������ �� ��� ���� ���� � -,-
 ��=
�� �� ��>�� ����� N�� � s������� 6qGFC] 1CXYc\IIH7 C,5 12(Y+4.-(D/ 6'���������
�������)7
 ( 9���� *� ����� � s������� ������ ����9����� ��� ��8��:����� � ���=
�������J�9����� ������� � ����8��� 9�� J������

(
m+n−1

n

)
�������� ������� ����=

������ ���������� ��������
 jA����� U������� 62HbbcI�c yGXgGpIHG7� �������  ��8��
����>�� � ����9���; @��! J������ � ����! ����� g+(+,-? .,-..-.2 D/ ()*+,/� +.

*/5),+� � 6�CYHbC� -��.7� -,; � .3BO �� :� ����������� � � ����>���� ����� ���=
�� ���������� � � %����� 6/DY |\Y_HF7 � ��� ����� \/G> -?�f! /5d-3� ���������!
� v/// ����
k
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8������ ���'��� #���� ��� ��� 8����>��� ��>� ������������ ������ �� �� ��
��9�������� ������� �� 8� ��� �� ���>�!� �� ��:��! >��� ��������! �:���� M��=
����� 6qceY BGIIH]7 � ����� K/542),5+ 29 12*3/(-./2(5 6-.4�7� ��� �� �
 --+ ��� � 9���=
������ ������������� ��9������ + � ?����� �8 m @��������" '�9������� 9��� �����
�� ���
	��� [
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 	�� ��:�� ������� ������ ����� ���=
�� ��� �������  � � ?����� � ��� ��  ���)
 ����� ����� �� �
 --
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9��

(
0
0

)
= 1" '� @��� ���9�� �� ���� ��� ��� �������� ��� $ @�� ���� � �� :�)


&������ ������� �� ���� J���������� n! ��� n � 24� �� �� 8�>�� ��� �������
9�� � ���8���� 9�� 0! = 1 ��� 9�� ������� ����� ���� ������������ ������� ���:�=
����


:����� 8���#��� i���9�������� �������J�� g-(! /.- U-)*)Dd[ 6'A����:����� ��=
����� ��9������!)7� ���������� A������! #������ 62�GX�G^GY
G mGY
f
 HgG7 � -
�. �����
����� �� ��� ����� �8������ 8� ��������� �����  �������� �������� �� �����!���!
�8�� #���������� S������ 6mGXFGYGYf 0HYpe7 jg-(! /.- H>d-,-.d[� �
 6-3347� *�54*O ��
6-3337� -+5,
O �� 6*+++7� -354�O �� 6*++-7 -454*O �& 6*++*7 
�534kO ��
 ���:� ��������=
��; U������� ���� � 6yGZGYcXH r\]\DG7 �8 1XczY wYHuCX]Hg^ 6-33
7
 ����� -
 �����
A������� �8�����������Ce(S- :d-P5- 6'S��������� 9����)7� �����<��� ��� ��������!
���������
 R��� 3, '����) @��! ����� �������9�� 8�����9��� ��� �����:�� �����;
�����;� ��������>�; ������; ����� � @��! � ����� �� ��������� �������!


A�������� A������ ��������� ��������; ������������ � ������ �35��G� ��� ���=
����� �������� ��� ����9������� ���� ������������ ���:����� � �����>�;<����
��������� �������� ������� ��� @��� ����� ��9������� ����� �����! ����������=
�� � �������������� ������������ �� �����
 	�� ��������� ���������  ���� 9��
8� �������� �� @���� � �8������! �� ��� S��������� 6�0�GX �YpGfCuG7 A- e(;d[.-,-.(d-S-,-
6'�� �9� :��9��� ��8���)7� � -
�
.+5,-
 U���� � ��8��� S���������� �� ����� ��=
���� J������������ ������������� ����:�������� 9����
 ( ������ �,5.+ A������
��8��� ��������� S��������� ���� 9�� ��:��  ��� ����� ������������ ������=
���:����� � <��� ����O ��������� �� ����9������ ������������ ���������:�����
{1, 1, 2, 4} � � ������ ��������� �������"

1124, 1214, 2114, 1142, 1412, 4112, 1241, 2141, 1421, 4121, 2411, 4211.

( ������ 4453* A������ 8��������� ���������9����! ���������! ��9�����!
 #�=
���� ���;������� 
=��9�����! ���:����� {1, . . . , 8}� � ������

(678, 587, 478, . . . , 134, 124, 123) ,

�� ���:� ������������� ������������� @��� ��9�����! � ����  ������ ����� � � =
������ ������� 6���	����('
& ��������! �������7� ��� ����� ��8��� ����� s���=
������� 61eGg
g
cghGIG7� ��8�� ������! � v ����"

(11100000, 11010000, 10110000, . . . , 00010011, 00001011, 00000111) .

&� ��9�� $ �� �� �� ����� $ ������ ������� ,
*
-

}
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��
�� ��������� 	��	
��� �	������	���� 	�����	
 ��

�� ��������� ��� ��������� 8����! � d����� ���� �������
 ��8������! ���<�����
s������ s������ 61CXYGXf 1G\e\H]7 ��9���� ��������9��; ����� ���� %���� � ����
���������� ���8������"

ycg gHDH ]\Yg fcgC]� �HXpc� �\cg ]HfCXG bæIc. 6-37

j'M �� � ������� �� ��������!� ����� ��� 8��8� �� �� �)O ��
 '@/;,-**-.)* </3,/ c

6QcIcpYC� -.-�7� �3
k d�� ���� �� ���� 	������ #�������� 6EX^bH\] m\gCGY\]7� ���=
J������ ������������ � T����� 6wYHuCX]Hg^ c� }c\uGHY7� �������� ����� :/+.-./5 =>-)�

*-.- 6PYgzCXh� -.-,7� � ������! �� ���������� -+** ������������ ���� s�������

A�������� � #�������� ���;��� �����;<�� ��������"

-+, ycg fcgC] gHDH� �\cg bæIc ]\Yg ]HfCXG� �HXpc


*,+ tcgC] gcg� bæIc ]\Yg ]HfCXG �\cg� gHDH �HXpc



*3 tcgC]� bæIc ]\Yg �\cg ]HfCXG� �HXpc gHDH gcg



4� 0HfCXG �\cg bæIc� gcg ]\Yg �HXpc gHDH fcgC]


,*� �\cg bæIc ]\Yg ]HfCXG� gcg �HXpc gHDH fcgC]


3�3 0\Yg fcgC] �HXpc� �\cg ]HfCXG� gcg gHDH bæIc


-+** 0\Yg bæIc gcg �HXpc gHDH� �\cg ]HfCXG� fcgC]


6*+7

&� ����������� �� -+** �������������� ������ 9�� -+** $ ����9����� �������
8��8�� ����9�������� � 8��������� �������� #������� 6mgcICF^7
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� ����! ����� :2+./4+5 </3,/ A+@.+* 6}^cY� -�.-7� 1ccZ *� QeGhgCX 
+� ����� S��=
����� 6q\IH\] 0bGIHpCX7 ��8��� 'S������=�����������) 6mXcgC\] uCX]C]7
 T�������!
�8�� �������� ��� ��� ������������ ������ �� 6*+7� ��������� ����9���� �����=
���� ���� 8�9����; ����:�;� ��������9����� 8��9���� ��<�������������� �����
������������! ������� ���� ��<�������� ����� ��:��� ��� ������ ������:�����
9��� ��������� � �����!���� �8���
 #������� ���8��� ������� 9�� �� ����������
�8 ���� ���������<�� ������������� ��������

0HfCXG gcg bæIc� �HXpc� �\cg ]\Yg gHDH fcgC]� 6*-7

��������� ��� ���8���;� �� ��:�;;� � ��	5�(( ������� ����9����� ����������
���� %����
 jS�
 �
 -* � -+
 ����� #��������
k

S�<������� ����� 8! = 40 320 ����� �� ������������ ���� � ������ 6-37
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 ��:=
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������� �������� ������� >���� �����9����� ����� ���9�� ��:��� �8 ������ 9�=
����� ��:��  ��� �� � ��������� �� � �������� � ������������ 6�7O ����� �����
���:��  ��� ��������� � ��������� $ ������� ��� ��������


#������ ��� ����������� ������� � �������� ������ � ��������! ��@8�� � � =
<�� ���9�� �������9�� 8��������� �� ������ ���� s������� �����������;� �����=
;<�� >� �����"

gcg = $, gHDH =

{
��

� $

}
, ]\Yg = $, fcgC] = $$,

�HXpc =

{
$ �

$$

}
, �\cg = $, ]HfCXG = $ ��, bæIc = $$. 6*
7

& ������ ��������� 9�� � ��@��� ���� �� ��� �������� ��� ������8������ ���� _gHDH`
� _�HXpc`
 U���� � ��8��� ��������� ������ 6-37 ������������� >� ���� ���8������

$ � � $ $ $ $ $ $ $ �� $ $
ycg gH=DH ]\Yg fc= gC]� �HX= pc� �\cg ]H=fC=XG bæ=Ic


6*�7

6�������� ������!� ������!� ������!� �������� ������!O '���=���� ���=��� ���=���
���=��� ���=���� ���=���)
 i������ ����������;� �� ���>�� ���8� ��� 9�����
������ ��������� ��8����� 6bæ]\XG7O 8���� ��� �� �����������;���� ���� #�������
��������� ������� �� � ��:��; �8 -+** ������������
7

(�8������ �����������! ������" ���� ����������� ����� s������� ���9�!��� � =
��8��� ������ >���� �� ��� 9�� ���  ���� ���8�������l ����� �������� �������
������������ ���9���;��� �������� 6H7 � 6HH7 � �9���� >� ����� �8 6*
7l �
(
 T�! =
��� 6�
B
 }CHDYH�7 ������������ @��� ������ ����� ������ � ����! �� ��� K/55+,.-./2
D+ C,.+ 12*3/(-.2,/- 6-...7� ��� ���������!� ����� �� ����������� �� ����� � ���=
��������� T�!����� 6wYHuCX]Hg^ c� }CHh�Hp7
 ( @�� ����� T�! ����  ��� ������ -3 ����
� ��  ���>�! 9���� ��  �� �����9��!� ��� 9�� ��� ��������� ��� ���������  ���
������ ������9�����O ��������� �� �9����� 9�� ������� .++ ������������ ���:�=
���� {��� ��� ��� ��� J�� ����} � �4+ $ ���:����� {��� ��� ��� ��� ��� J�}� � ��:�
�����:���� 9�� 6**7 ������������ ,. ���������� � �� 
* j��
 �� � � 4 � ��� 8���9� .k


&����� T�! ��� �������� 9�� ���������  � ��8�� ����� � <�� ������ ��� ���=
�9��� ���� '�������<��) ������������ � ���������� ����� ������ ����������� ��=
������ �� ����;���
 &� ���������� ��������� �������� ������=����������� ���=
������ ������� ����9��� ���  ���� ������� � ������� ����� �>� �� ���� ��� �����
���8������� ���:���
 R��� T�! ��� � �������� �� ��� #��������� �� �� �������
����9����� ����9����� ���8������� ����� ������������ ������ 6-37


S�<��������  ���� ����>��! ������  �� ������:�� ��������� ��� ������ ��=
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�*5
�
4
 #������ ������ ������������ ������� �������� �8 �������� �������� ����9��
����� *-3. ������������ ���� ����� s�������� ����;<���� ���8��������
 &�����
������ �� � ����:��� 9�� ������� ��������� ����9����� ���9���� � 9�������� ���=
9�� *,+� 
4�� ,*� �8 6*+7
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 ����� ����� �8�9����
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��� 9�� ����� ������ ������:������ ������� ������! ��!9�� ��8������� ����"��
� ����	���� 6DGbZgXGbZ FCgecf7
 %� �<������� �8�9�� @��� ����� � ��8���� ,
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��� ���:� �8����� 9�� ��������������� 8���� 8���9� ����� ��>����� ��� 9�����!
���9�! ��"��
 �����
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���� ��� � ����� v� $ ��9��� v�/ ����� ����� ���>�� ������� ����� ���������
���� 
��"�
��� 6pCYxH=Zc7
 (���<�! ���:�� ������� �� ���� ���� ������� J����=
��� ���9�� ��������� �8 ��� �����  ��� ���������� � �� �9����� ��������� ��

������ ���:�� ���������� ����������� ����� 8�����  ��� ���������� � �����
��8��9�� $ ������� �������� ����� �8 �5 = 52 ��8 ����! ���:����� {1, 2, 3, 4, 5}
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 �,
 A�������� ������� ��������� ��� 9�����
������ ������ ���8������ 9�� ��������� ��� ������ 8����� � ��� ���������� �
�
 @��
��8 ����� 12 | 345
 ��� ������ ��������� ����������;� �������������� ��8 �����
124 | 35 � 1 | 24 | 35
 ��� � ����9� 8���������;� ��:��! �8 �* >� ����� ����=
9�� ���� ��8�����  �������� 8��������! ����� v/ ���� �=:� %������� 6|\XG]GZH7
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������ ��9��� vv ����"

jS�
 W\FHC PfGbeH� B-@-(+5+ K+5/;( E2./95 62Cz �cXZ " tcuCX� -3,*7� -�+5-�

k



��
�� ��������� 	��	
��� �	������	���� 	�����	
 ��

( ��9��� v�/// ���� U�����8� S��� 6yGZGZG�\ 0CZH7 �� ������ �9������� ������=
��� � �8�9���; ����9����� ��8 ����! ���:����� �n ��� ����8�������� n� �������=
�����! �8������� ��8�������� �5 = 52
 �>����� %������� 6�c]eH]\ZC |Gg]\YGpG7
��>�� J������ ��� ����9����� ��8 ����! ���:������ ����� ������� kj ������=
:���� ��8����� nj ��� 1 � j � t� � k1n1 + · · · + ktnt = n 6��
 ����� � ����:=
����; -
*
�5*-7
 &� ���:� ������  �8���� ������������ ������>���� ,
*
-
�56-�7�
� ������

�n+1 =
(

n

0

)
�n +

(
n

1

)
�n−1 +

(
n

2

)
�n−2 + · · ·+

(
n

n

)
�0, 6*.7

��� ����<� �������� ����� ��9������ 8��9���� �n

&������� %������� �������� ����� ����������� �� ������ � -,.3 ���� ���=

�� ���;�� o���� 6�cXH^\ZH PXHFG7 A>d)S/ A-(@d2
 i���9� �. �8 @��! ����� �������
� ��>���� ��������� '�n = 678 570) ������������ n
 ��������� ��>���� o����
6� �����:�<���  �������������� %�������7 ���� ����� n = 11


(����� ����� @���� %����� � S��� 6|G]GYcD\ 0GZG7 �8�9�� ����9����� { n
k } ���=

�� �� ��8 ����� ���:����� �8 n @�������� �� k ������:���� � ����! �� ��� A-(@2�
g-SS-/ 6-,4*7
 &� ������ �����������; J������{

n + 1
k

}
= k

{
n

k

}
+

{
n

k − 1

}
6*,7

� ����� �������� ��8������� ��� n � 11
 �:�!�� S������� 6qGFC] 0gHXIHYp7 � ����!
�� ���E+.>2D)5 K/p+,+(./-?/5 6-,
+7 ������ 9���� { n

k } � 9���� ���� ���9����� ���=
������O ����� � ��8��� S���  �� ������� ��� ���8��� �� ��� ��������; ��:�����
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 -33�7� �45.-O �&� -* 6tCb
 -33�7�
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eGF7 ��� ������� ����� =>+ C,.+ 29 '(;?/5> :2+5/+� �� �
 ,+5,* ������! �����:����
���������� ����:�� �� ��������� ����:�=��
 A�������� ����������� ��:� ����
�������� ������8����� ��� ���;������� ��8��:��� ���� ��J� � ��������9���
������� '��� ��������� �8 ��� ��� �� � ���������� ��� ���� 9�� ����)
 A� @���
��8������ ��������������! ������  �� ������� 6��
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v�// ���� ���������������� 9�� �� ������� ��9������ ����9����� ����� �� ��8 �=
���� ���:����� {1, . . . , n} �� ��� ��� 9����� ������:������ �� ������9����  �8=
����>��
 &� ���9���� { n

2 } �9��� �����8���� �������� ������! �� ��8����� ���
����� 8�������� 9�� { n

2 } = 2n−1 − 1
 T�! ��� ��������� ��9������ { n
3 } � { n

4 }
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 �:�� M����� 6qceY BGIIH]7 �������� �����; ����� ����! ����� K/542),5+ 29

12*3/(-./2(5 6-.4�7 ������� � '������� 9�����)� �������� ��������� 9����� � 9���=
����� �� �8�9�� ���:����� ���� ����� �� ��8��:���� ������� 9���� �� ���:�����

	��� ������ @����������� 8���9� � ��8 ������ ���#�
���������O ��������� ��8=
��:���� p3q2r �� ���� �� :�� 9�� � ��8 ����� ���������:����� {p, p, p, q, q, r}� ��� p�
q � r $ ������� 9����
 M����� ��8�� ���� �����������! �������� ��� ����9�������
���� ��8��:���! ������� ������ 9���� n� �� ���� ������������ �������� ,
*
-
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 ����:����� *47
 &����� �� �� ���������� ��:��� 9������ ���9��� ����� n ����=
�������� �� �! ������� �������� 9���� 6@����������� ��8 ������ ������ 9����7 ���
����� n �� �����:�� ��������� 6@����������� ��8 ������ ���:�����7
 U���� � ��=
8��� ���� M����� � ��� ��>���  ���� � <�; 8���9�� �� ���:����� ��������������
� ��8�� ����� ��� � ���� �������� ��8 ����! 9����� 9���� s����� ����9����� ���=
���:���� S�������� � ��8�� ���� ������� ���������� ��������� ��8 ����! �����
9���� ��� ��8 ����! ���:����


:�$�����# A���( '����� K�8 ����� ����� 9���� �������� �� ����� ��� �����=
���� �<� ���������
 d������ (� ���� 6BHDcIf7 6����� 3.� ����7 8��� � ��8 ������
����� 9���� �� ��� 9����� �� �����>�;<�� .
 & ��� :� 8��� � ������! 6�GIHICc7�
������! ������� � ��� �� ���>�; �� ��� 6����� -.*, ����7 � ������! �8�9�� 9�=
����� ��������� �9��� ���  ������� ���� ��������� �����!
 j]!/-0 1� ,6!/�-9�  � .
 0 .� � ��� �� ��� 6O@+,+� �cI
 4� �3-5�3�7 ������! ����9����� ��8 ����� � �����=
>�;<���� ����������J�9����� �������
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%������ 6|CX]CYYC7 ����9����� ��8 ����� 3 �� �; �� ����9����� 9����! �� �
 -
+
����! ����� =,-/.+` D+ ?- c2/j +. D+5 1>-(.5 6-.
.7
 ��� ��:���� ��8 ����� 9 = a1 +
+ · · ·+ak ��� ����� ����� ��9����� ���������������! ��@JJ������ 9!/(a1! . . . ak!)O
��� �� ������ ������ ��� ������������ ����9����� ��8��9��� ������!� ��������
�� 8���� 9�� ������� 9!/(3!3!3!) = 1680 ������! �8 ������ ��� {a, a, a, b, b, b, c, c, c}

&����� �� �� �������� ���9�� 8 + 1 � 3 + 2 + 1 + 1 + 1 + 1� �������� ������� 9�� ��
����9����� ��8��:����� �����=�� � ���������9����� �����


T�! ��� 6}CHDYH�7 ������������ ��8 ����� �� ��� 9���� � 8���9� 
 � �� ��� K/5�
5+,.-./2 D+ C,.+ 12*3/(-.2,/- 6-...7� � ��� ����� ���������� 8������ ���8���;�� 9��
������������ �� �������� ������ �������� ������� ����9������ ��8 ������ ������=
<�� �8 ���� �  ���� ���������
 &� ��8���� �� 6��8�������� �� ������7 'fH]bCXhgHcY])
��� ��:� 'fHu\I]HcY])� � ������ $ ��8������ 6']CbgHcY])7� ���������� 6'fH]hCX]HcY])7
��� ��:� ��8 ������� 6'hGXgHgHcY])7
 &�� ������������ ��� � �����; �9����� �8=
8� �� ���8� � ������������� ��������9���� J��������

∑
xa1

i1
xa2

i2
. . . 
 &�����

���:����� ������� T�! ���� ��9�� ������ ��������� � �����9�� 8� ����;9�����
���9�� ���� ���������� ����� �� ��9�� 6�� �� ������7 ������ J������ ��� | n3 |
6��
 ����:����� ,
*
-
�5
-7
 A�������� �� ��������� ���9���� ������ *- ��8 �����
4� ������� ���9�! 2 + 2+ 2 + 1+ 1� � ��� p (9) �� ����9�� ������ *.� ������� 3 +2 +
+ 2 + 2� 3 + 2 + 2 + 1 + 1� 2 + 2 + 2 + 1 + 1 + 1 � 2 + 2 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1� �������� ��
�� 9�� �� ������� ����9������ ��8 ����� ���������9���� � � ���;<�� �������=
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+
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�� %���� 6fC |cHuXC7  �� ������� ������� ������>�� ������ ��� �8�9���� ��8=
 ����! � ����! ������ '%���� ��8�������  ������9���� �����9���� � �; �; 8����=
��; �������� ��� �8���9���� �8 ���� 8�������� �����) j:>/?252@>/4-? =,-(5-4./2(5� �	
6-.3,7� .-35.*� � ���
 �k
 &� ����8��� 9�� ��@JJ������ ��� zm+n � (az + bz2 + cz3 +
+ · · · )m ����� �� ������ 9���� ��� ��:���� ��8 ����� nO ��������� ��@JJ������
��� zm+6 �����

( m
6 ) am−6b6 + 5 ( m

5 ) am−5b4c + 4 ( m
4 ) am−4b3d + 6 ( m

4 ) am−4b2c2+

+ 3 ( m
3 ) am−3b2e + 6 ( m

3 ) am−3bcd + 2 ( m
2 ) am−2bf+

+ ( m
3 ) am−3c3 + 2 ( m

2 ) am−2ce + ( m
2 ) am−2d2 + ( m

1 ) am−1g. 6*37

d��� �� ����:�� a = 1� �� 9��� �� ��������� bicjdkel . . . ������������� ��8 ����;
� i ���������� j ���!����� k ���!���� � �
�
 U��� ��������� ��� n = 6 �� ����9��
��8 ����� � �������
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 (�=
������� �
N
 S����� 6{
/
 0bcHY]7 ������ ��� ����������� ��������� ��� ���������
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G, H, I, K, L, M, N, P, Q, R, S, T, V, W, Y }
 U�� ���������������� ���������� � ��=
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